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Äàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëß ñòóäåíòîâ 1-ãî êóðñà ôèçè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà. Îíî ïðèçâàíî ïîìî÷ü ñòóäåíòàì, òîëüêî ÷òî ïîñòóïèâøèì íà
ïåðâûé êóðñ ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà, ïðåîäîëåòü áàðüåð ìåæäó øêîëüíîé è âóçîâñêîé ìàòåìàòèêîé,
ìåæäó ñïîñîáàìè èçó÷åíèß ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå è íà ôèçè÷å-
ñêîì ôàêóëüòåòå óíèâåðñèòåòà. Â í¼ì êðàòêî èçëàãàþòñß îñíîâíûå ïîíß-
òèß, îïðåäåëåíèß è òåîðåìû ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, òåîðèè
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà, èõ ïðåäåëîâ è
íåïðåðûâíîñòè. Â êàæäîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàþòñß êîíòðîëüíûå âîïðî-
ñû è çàäàíèß, ïðèâîäßòñß ðåøåíèß ìíîæåñòâà ïðèìåðîâ è çàäà÷, à òàêæå
ïðèâîäßòñß çàäà÷è è óïðàæíåíèß, ïðåäíàçíà÷åííûå äëß ñàìîñòîßòåëüíîé
ðàáîòû. Ïðèâîäßòñß îòâåòû è óêàçàíèß ê ðåøåíèþ íàèáîëåå òðóäíûõ çà-
äà÷.
c©Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2006.
Óêàçàòåëü îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé.
N - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
Z - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë,
R - ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
C - ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
[ a, b ] - ñåãìåíò, (îòðåçîê),
[ a, ∞ ), ( a, ∞ ), ( −∞, a ], ( −∞, a ) - ïîëóïðßìàß,
∃ x - ñóùåñòâóåò òàêîå x ,
∀ x - äëß ëþáîãî x,
x ∈ X - ÷èñëî x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X,
"ε- îêðåñòíîñòü" òî÷êè a − íà ÷èñëîâîé îñè - èíòåðâàë
(a− ε, a+ ε) ;
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè - îòêðûòûé êðóã |z − a| < ²,
nε ∈ N - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñßùåå îò ε > 0,
nM - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñßùåå îò M(M ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì).
3
1. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß è òåîðåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî âåðíîñòè ãèïîòåç â íàóêå îñóùåñòâëßåòñß
ýêñïåðèìåíòàëüíûì, èíäóêòèâíûì èëè äåäóêòèâíûì ìåòîäàìè.
Äåäóêòèâíûé ìåòîä - ïåðåõîä îò îáùèõ óòâåðæäåíèé ê ÷àñò-
íûì.
Èíäóêòèâíûé ìåòîä - ìåòîä ðàññóæäåíèß, ïðè êîòîðîì íà
îñíîâå ðàññìîòðåíèß íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ïðåäëîæåíèé äåëàåò-
ñß çàêëþ÷åíèå îá îáùåì.
Ïîëíàß èíäóêöèß. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
"Êàæäîå ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ... â ïðåäåëàõ îò 1 äî 100
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë." Äëß ýòîãî ïå-
ðåáèðàþòñß âñå òàêèå ÷èñëà è âûïèñûâàþòñß ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçëîæåíèß:
4 = 2+2; 6 = 3+3; 8 = 5+3; ......; 98 = 93+5; 100 = 97+3.
Ýòè 49 ðàâåíñòâ ïîêàçûâàþò, ÷òî êàæäîå èç èíòåðåñóþùèõ
íàñ ÷èñåë äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë. Îáùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî çäåñü ïåðåáîðîì âñåõ
âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.
Òàêîé ìåòîä ïåðåáîðà êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, èñ÷åðïû-
âàþùèõ âñå âîçìîæíîñòè, íàçûâàåòñß ïîëíîé èíäóêöèåé. Ýòîò
ìåòîä èìååò âåñüìà îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè â ìà-
òåìàòèêå.
Íåïîëíàß èíäóêöèß. Èíîãäà îáùèé ðåçóëüòàò óäàåòñß ïðåäó-
ãàäàòü ïîñëå ðàññìîòðåíèß íå âñåõ, à äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñ-
ëà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Çäåñü ìû èìååì íåïîëíóþ èíäóêöèþ. Ðå-
çóëüòàò, ïîëó÷åííûé íåïîëíîé èíäóêöèåé, îñòàåòñß, îäíàêî,
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ëèøü ãèïîòåçîé, ïîêà îí íå äîêàçàí òî÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì
ðàññóæäåíèåì, îõâàòûâàþùèì âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Íåïîëíàß
èíäóêöèß ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáêå.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Äâóõ÷ëåí xn − 1, ãäå n - íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàññìîòðèì ýòè ðàçëîæåíèß ïðè ìíîãèõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèßõ n.
Âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðå-
âîñõîäßò åäèíèöû Â ñàìîì äåëå,
(x− 1) = x− 1,
(x2 − 1) = (x− 1)(x+ 1),
(x3 − 1) = (x− 1)(x2 + x+ 1),
(x4 − 1) = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1),
(x5 − 1) = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1),
(x6 − 1) = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1),
.............................................................................................
Ïîïûòêè äîêàçàòü ýòîò ôàêò äëß âñßêîãî n óñïåõà íå èìå-
ëè. Îêàçàëîñü, ÷òî óêàçàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå äâóõ÷ëå-
íû xn−1, ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå 105. Äâóõ÷ëåí x105−1 èìååò
îäèí èç ìíîæèòåëåé, ðàâíûé x48+ x47+ x46− x43− x42− 2x41−
x40−x39+x36+x35+x34+x33+x32+x31−x28−x26−x22−x20+
x17+x16+x15+x14+x13+x12−x9−x8−2x7−x6−x5−x2+x+1,
êîòîðûé íå îáëàäàåò óêàçàííûì âûøå ñâîéñòâîì.
Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ïîç-
âîëßþò ñäåëàòü ïðîñòîé è â òî æå âðåìß âàæíûé âûâîä.
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Óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ñïðàâåäëèâûì â öåëîì ðßäå ñëó-
÷àåâ è â òî æå âðåìß íåñïðàâåäëèâûì âîîáùå.
Òåïåðü âîçíèêàåò âîïðîñ. Èìååòñß óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëè-
âîå â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àßõ. Âñå ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàññìîò-
ðåòü íåâîçìîæíî. Êàê æå óçíàòü, ñïðàâåäëèâî ëè óòâåðæäåíèå
âîîáùå? Ýòîò âîïðîñ èíîãäà óäàåòñß ðåøèòü ïîñðåäñòâîì ïðè-
ìåíåíèß îñîáîãî ìåòîäà ðàññóæäåíèé, íàçûâàåìîãî ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Â îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ïðèíöèï, çàêëþ÷àþùèéñß â
ñëåäóþùåì:
Ïóñòü A(n) - ïðåäëîæåíèå (óòâåðæäåíèå), çàâèñßùåå îò íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òîãäà, åñëè 1◦. A(n) ñïðàâåäëèâî ïðè
n = n0 ≥ 1; 2◦. äëß ëþáîãî n = k ≥ n0 èç ñïðàâåäëèâîñòè
A(k) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü A(k+ 1), òî ïðåäëîæåíèå A(n)
ñïðàâåäëèâî äëß âñåõ n ≥ n0.
Èòàê, ïðè ïîëüçîâàíèè ýòîé òåîðåìîé ìû äîëæíû ïðîâåðèòü
âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:
1) Ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëß n = n0 ≥ 1 (ýòî áàçèñ
èíäóêöèè),
2) Ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëß n = k + 1 åñëè îíî ñïðà-
âåäëèâî äëß n = k, ãäå k - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
íå ìåíüøåå n0 (ýòî èíäóêöèîííûé øàã).
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äåäóêòèâíîãî è èíäóêòèâíîãî ðàñ-
ñóæäåíèé.
2. ×òî íàçûâàåòñß ïîëíîé èíäóêöèåé? Ïðèâåñòè ïðèìåð.
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïîëíîé èíäóêöèè, êîòîðàß ïðèâîäèò
ê îøèáî÷íûì âûâîäàì.
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4. Â ÷åì ñîñòîèò ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè? Èç êàêèõ
ýòàïîâ îí ñîñòîèò?
5. Â ÷åì ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èß ìåæäó ðàññóæäåíèåì,
îïèðàþùèìñß íà íåïîëíóþ èíäóêöèþ, è ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-
ñêîé èíäóêöèè?
6. ×òî îáùåãî ó âñåõ çàäà÷, êîòîðûå ðåøàþòñß ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè?
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî
1 + 3 + 5 + ...+ (2n− 1) = n2. (1)
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ñóììû íå÷åò-
íûõ ÷èñåë: 1 = 12, 1+3 = 4 = 22, 1+3+5 = 9 = 32, 1+3 = 5 =
7 = 16 = 42. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðèáàâèâ ê ïðåäûäóùåé ñóì-
ìå ñëåäóþùåå íå÷åòíîå ÷èñëî 9, ïîëó÷èì êâàäðàò ÷èñëà 5, ò.å.
25. È äåéñòâèòåëüíî, 1+3+5+7+9 = 25 = 52. Ïîñëå ýòîãî ìû
âûäâèãàåì ãèïîòåçó, ÷òî èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (1). Ïåðâàß
÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñïðàâåäëèâà. Òåïåðü ïðîâåðèì
âûïîëíåíèå âòîðîé ÷àñòè, ò.å. åñëè äëß ∀k èìååò ìåñòî
1 + 3 + 5 + ...+ (2k − 1) = k2, (2)
òî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
1 + 3 + 5 + ...+ (2k − 1) + (2k + 1) = (k + 1)2. (3)
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Äëß äîêàçàòåëüñòâà ê îáåèì ÷àñòßì (2) ïðèáàâèì (2k + 1) :
[1 + 3 + 5 + ... + (2k − 1)] + (2k + 1) = k2 + (2k + 1). Íî, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíî k2. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.
Èòàê, (1) ñïðàâåäëèâî ïðè n = 1, à èç åãî ñïðàâåäëèâîñòè
ïðè n = k âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü è ïðè n = k + 1. Òîãäà èç
ñïðàâåäëèâîñòè ïðè n = 1 ñëåäóåò, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî è ïðè
n = 1 + 1 = 2, à òîãäà îíî ñïðàâåäëèâî è ïðè n = 2 + 1 = 3, è
ïðè n = 3 + 1 = 4 è âîîáùå ïðè âñåõ n ∈ N.
Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ∀n ∈ N è ∀x ≥ −1 ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè
(1 + x)n ≥ 1 + nx, (4)
à ïðè x = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî.
Ðåøåíèå. Ïðè n = 1 ñîîòíîøåíèå (4) ñïðàâåäëèâî, ïî-
ñêîëüêó îáðàùàåòñß â âåðíîå ðàâåíñòâî. Äàëåå ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñîîòíîøåíèå (4) ñïðàâåäëèâî äëß íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è
x > −1 :
(1 + x)k ≥ 1 + kx. (5)
Òàê êàê x > −1, òî 1 + x > 0. Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (5) íà
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 1 + x :
(1 + x)k+1 ≥ 1 + kx+ x+ kx2.
Îòáðàñûâàß íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî kx2 â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâî
(1 + x)k+1 ≥ 1 + (k + 1)x.
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Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî (5) ñïðàâåäëèâî äëß íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
k+1 è x > −1. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî (5) ñïðàâåäëèâî ïðè
∀n ∈ N è x > −1.
Ïðèìåð 3. Íàéòè ñóììó
Sn = −1 + 2− 3 + 4− 5 + ...+ (−1)nn. (6)
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì S1, S2, ...S6 : S1 = −1, S2 =
−1 + 2 = 1, S3 = S2 − 3 = −2, S4 = S3 + 4 = 2, S5 = S4 − 5 =
−3, S6 = S − 5 + 6 = 3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû:
1 =
[
1 + 1
2
]
=
[
2 + 1
2
]
, 2 =
[
3 + 1
2
]
=
[
4 + 1
2
]
,
3 =
[
5 + 1
2
]
=
[
6 + 1
2
]
.
Çäåñü ïîä [a] ïîíèìàåòñß öåëàß ÷àñòü ÷èñëà a . Îòñþäà èìååì
ãèïîòåçó:
Sn = (−1)n
[
n+ 1
2
]
. (7)
Äëß íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé 1, 2, ... 6 ñîîòíîøåíèå (7)ñïðàâåä-
ëèâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∀k > 6 ñîîòíîøåíèå (7)ñïðàâåäëèâî:
Sk = (−1)k
[
k + 1
2
]
. (8)
Äàëåå
Sk+1 = Sk + (−1)k+1(k + 1) = (−1)k
[
k + 1
2
]
+ (−1)k(k + 1) =
= (−1)k+1
(
k + 1−
[
k + 1
2
])
.
Çàìåòèì, ÷òî äëß ∀n ∈ N, [n
2
] + [n+1
2
] = n. Èñïîëüçóß ïðåäû-
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äóùåå ðàâåíñòâî, èìååì
[
k+1
2
]
+
[
k
2
]
= k + 1. Îòêóäà (k + 1) −[
k+1
2
]
=
[
k+2
2
]
. Çíà÷èò, ïðèõîäèì ê Sk+1 = (−1)k+1
[
k+2
2
]
. Òåì
ñàìûì ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (7).
Ïðèìåð 4. Íàéòè Sn = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + ...+ n · n!.
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàõîäèì S1 = 1 ·1! = 1 èëè S1 = 2!−1,
S2 = S1 + 2 · 2! = 5 èëè S2 = 3! − 1, S3 = S2 + 3 · 3! = 23, èëè
S3 = 4! − 1, S4 = S3 + 4 · 4! = 119 èëè S4 = 5! − 1, îòêóäà
ñëåäóåò ãèïîòåçà
Sn = (n+ 1)!− 1. (9)
Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (9) ïðè ëþáûõ n. Ïðè n = 1 ãèïî-
òåçà âåðíà. Ïóñòü îíà âåðíà ïðè ∀ k > 1.
Sk = (k + 1)!− 1. (10)
Äàëåå âû÷èñëßåì Sk+1.
Sk+1 = Sk + (k + 1)(k + 1)! = [(k + 1)!− 1] + (k + 1)(k + 1)! =
= (k + 1)! [1 + k + 1]− 1 = (k + 1)! (k + 2)− 1 = (k + 2)!− 1.
Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (9) è ïðè n = k+1. Çíà÷èò
ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü (9) ïðè ∀ n ∈ N.
Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî
sinx+ sin 2x+ ...+ sinnx =
sin n+1
2
x
sin x
2
sin nx
2
,
(11)
ãäå x 6= 2pim, à m − öåëîå ÷èñëî.
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Ðåøåíèå. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî (11)èìååò ìåñòî. Ïóñòü
ïðè n = k
k∑
s=1
sin sx =
sin k+1
2
x
sin x
2
sin
kx
2
. (12)
Òîãäà (ïðè n = k + 1 )
k+1∑
s=1
sin sx =
k∑
s=1
sin sx+ sin(k + 1)x =
=
sin k+1
2
x
sin x
2
sin
kx
2
+ sin(k + 1)x =
=
sin k+1
2
x
sin x
2
sin
kx
2
+ 2 sin
k + 1
2
x · cos k + 1
2
x =
= sin
k + 1
2
x · sin
kx
2
+ 2 cos k+1
2
· sin x
2
sin x
2
= sin
k + 1
2
x · sin
k+2
2
x
sin x
2
.
Ïîêàçàëè, ÷òî (11) ñïðàâåäëèâî è ïðè n = k+1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, (11) èìååò ìåñòî ïðè ∀ n ∈ N.
Ïðèìåð 6. Äîêàçàòü, ÷òî äëß ëþáûõ n ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë x1, x2, ..., xn óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
x1 · x2 · ... · xn = 1, (13)
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
x1 + x2 + ...+ xn ≥ n. (14)
Ðåøåíèå. Ïðè n = 1 èç óñëîâèß (13) ñëåäóåò x1 = 1.
Ïîýòîìó (14) âûïîëíåíî.
Ïóñòü ïðè n = k èç (13) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (14) è ïóñòü
k+1 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, ..., xk, xk+1 óäîâëåòâîðßþò
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óñëîâèþ (13). Äîêàæåì, ÷òî äëß íèõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
(14). Åñëè âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû 1, òî èõ ñóììà k + 1 è ñîîòíî-
øåíèå (14) èìååò ìåñòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäè íèõ èìååòñß
õîòß áû îäíî ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1. Òîãäà îáßçàòåëüíî íàéäåòñß
åù¼ îäíî ÷èñëî, íå ðàâíîå 1. Ïðè÷åì, åñëè îäíî èç íèõ áîëüøå
åäèíèöû, òî âòîðîå ìåíüøå 1. Íå íàðóøàß îáùíîñòè, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî xk > 1, xk+1 < 1. Âîçüìåì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë
x1, x2, ..., xk−1, xk ·xk+1. Ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1. Ïîýòîìó ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ x1+x2+...+xk−1+xk ·xk+1 ≥ k.
Ïðèáàâëßß ê îáåèì ÷àñòßì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèß xk+xk+1,
ïîëó÷àåì x1+x2+ ...+xk−1+xk+xk+1+xk ·xk+1 ≥ k+xk+xk+1,
èëè x1 + x2 + ...+ xk+1 ≥ k + 1+ xk + xk+1 − xk+1xk · xk+1 − 1 =
k+1+(1−xk+1)(xk−1) ≥ k+1, òàê êàê (1−xk+1)(xk−1) > 0.
Ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü (14) ïðè n = k + 1 è, òåì
ñàìûì è äëß ∀ n ∈ N.
Ïðèìåð 7. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ∀ n ∈ N, ñïðàâåäëèâî òîæ-
äåñòâî
1− 1
2
+
1
3
− 1
4
+ ...+
1
2n− 1 −
1
2n
=
1
n+ 1
+
1
n+ 2
+ ...+
1
2n
. (15)
Ðåøåíèå. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ò.å. 1− 1
2
=
1
2
. Ïóñòü ïðè n = k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (15), ò.å.
1− 1
2
+
1
3
− 1
4
+ ...+
1
2k − 1 −
1
2k
=
1
k + 1
+
1
k + 2
+ ...+
1
2k
. (16)
Çàïèøåì òåïåðü äîêàçóåìîå ðàâåíñòâî (15) äëß n = k + 1 :
1− 1
2
+
1
3
− 1
4
+ ...+
1
2k − 1 −
1
2k
+
1
2k + 1
− 1
2(k + 1)
=
12
=
1
k + 2
+ ...+
1
2k
+
1
2k + 1
+
1
2k + 2
. (17)
Âû÷èòàß ïî÷ëåííî èç (17) òîæäåñòâî (16), ïðèõîäèì ê òîæäå-
ñòâó
1
2k + 1
− 1
2(k + 1)
≡ 1
2k + 1
+
1
2k + 2
− 1
k + 1
. (18)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè (16) èìååò ìåñòî, òî â ñèëó ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè (15) ñïðàâåäëèâî äëß âñåõ çíà÷åíèé n.
Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ îêàçûâàåòñß ïîëåçíî ðàç-
äåëèòü äðóã íà äðóãà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè äîêàçûâàåìûõ
òîæäåñòâ.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî äîêà-
çûâàòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèß, êàñàþùèåñß äåëèìîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
Ïðèìåíßß ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, äîêàçàòü, ÷òî
äëß ∀ n ∈ N ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1. 1 + 1 + 2 + 3 + ...+ n = n(n+1)
2
;
2. 12 + 22 + 32 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6
;
3. 13 + 23 + 33 + ...+ n3 = n
2(n+1)2
4
;
4. 1 + 2 + 22 + ...+ 2n−1 = 2n − 1;
5. 1− 22 + 32 − 42 + ...+ (−1)n−1n2 = (−1)n n(n+1)
2
;
6. 12 + 32 + 52 + ...+ (2n− 1)2 = n(2n−1)(2n+1)
3
;
7. 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + ...+ n(n+ 1) = n(n+1)(n+2)
3
;
13
8. 1
1·3 +
1
3·5 + ...+
1
(2n−1)(2n+1) =
n
2n+1
;
9. 1
2
+ cos x+ cos 2x+ ...+ cosnx =
sin 2n+1
2
x
2 sin x
2
, x 6= 2pim;
10. cosx · cos 2x · ... · cos 2nx = sin 2n+1x
2n+1·sinx , x 6= pim;
11. 1
2
1·3 +
22
3·5 + ...+
n2
(2n−1)(2n+1) =
n(n+1)
2(2n+1)
;
12. 0
1!
+ 1
2!
+ 2
3!
+ ...+ n−1
n!
= 1− 1
n!
.
Íàéòè çíà÷åíèß ñóìì Sn :
13. Sn =
1
1·4 +
1
4·7 +
1
7·10 + ...+
1
(3n−2)(3n+1) ;
[
n
3n+1
]
.
14. Sn = 1− x1!+x(x−1)2! −...+(−1)n x(x−1)...(x−n+1)n! ;
[
(−1)n (x−1)...(x−n)
n!
]
.
Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèé:
15. Pn = (1− 12)(1− 13)(1− 14)...(1− 1n+1);
[
1
1+n
]
.
16. Pn = (1− 14)(1− 19)...(1− 1n2) , n ≥ 2;
[
n+1
2n
]
.
Äîêàçàòü:
17. 1 + x+ x2 + ...+ xn = x
n+1−1
x−1 , (x 6= 1);
18. 1 ·2 ·3+2 ·3 ·4+3 ·4 ·5+ ...+n(n+1)(n+2) = n(n+1)(n+2)(n+3)
4
;
19. 1
1+x
+ 2
1+x2
+ 4
1+x4
+ ...+ 2
n
1+x2n
= 1
x−1 +
2n+1
1−x2n+1 ;
20. sinx+2 sin 2x+3 sin 3x+ ...+ n sinnx = (n+1) sinnx−n sin(n+1)x
4 sin2 x
2
;
21. cosx+2 cos 2x+3 cos 3x+...+n cosnx = (n+1) cosnx−n cos(n+1)x−1
4 sin2 x
2
.
Ïðèìåíßß ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè:
22. Âûðàçèòü n-é ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé, ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèé ÷åðåç ïåðâûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè çíà÷åíèß ñóìì
ýòèõ ïðîãðåññèé.[
an = a1 + (n− 1)d, Sn = (a1+an)n2 ; bn = b1qn−1, Sn = b1 q
n−1
q−1
]
.
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23. Ñî÷åòàíèßìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàþòñß òàêèå
ñîåäèíåíèß, êîòîðûå îòëè÷àþòñß äðóã îò äðóãà òîëüêî ñâîè-
ìè ýëåìåíòàìè. Ckn = n(n−1)(n−2)...(n−k+1)k! = n!k!(n−k)! − ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Ïîëüçóßñü ýòîé ôîðìó-
ëîé, ëåãêî óáåäèòüñß â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:
C1n = n; C
n
n = C
0
n = 1; 0! = 1.
Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
a) Ckn = C
n−k
n ;
b) Cnn+1 = C
k
n + C
k−1
n ;
c) Cmn C
m−k
n−k = C
k
mC
m
n ;
d) Ckn + 3C
k−1
n + 3C
k−2
n + C
k−3
n = C
k
n+3;
e)
C1n + 2C
2
n + ...+ nC
n
n
n
= 2n−1.
24. Ïðèìåíßß ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïîëó÷èòü ôîð-
ìóëó áèíîìà Íüþòîíà:
(a+ b)n = C0na
nb0 +C1na
n−1b+ ...+Ckna
n−kbk + ...+Cnna
0bn. (19)
25. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
a) C0n + C
1
n + ...+ C
n
n = 2
n; ;
b) C0n − C1n + C2n − C3n + ...+ (−1)nCnn = 0.
26. Äîêàçàòü ôîðìóëó:
(a1 + a2 + ...+ as)
2 =
s∑
i=1
a2i + 2
∑
i<j
aiaj. (20)
Ïî àíàëîãèè ïîëó÷èòü òàêæå ðàçëîæåíèå (
s∑
i=1
ai)
n.
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27. Ðåøèòü óðàâíåíèß:
a) Cx−2x+1 + 2C
3
x−1 = 7(x− 1); [x = 5] .
b) C1x + 6C
2
x + 6C
3
x = 9x
2 − 14; [x = 7] .
28. Òðåòüå ñëàãàåìîå ðàçëîæåíèß (2x + 1
x2
)m íå ñîäåðæèò x.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèßõ x ýòî ñëàãàåìîå ðàâíî âòîðîìó ñëàãàå-
ìîìó ðàçëîæåíèß (1 + x3)30? [ x = 2 ] .
Äîêàçàòü:
29. |x1 + x2 + ...+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ ...+ |xn| .
30. 2! · 4! · 6! · ... · (2n)! > [(n+ 1)!]n; ∀n ≥ 2.
31. 2n > 2n+ 1; ∀n ≥ 3.
32. (0, 7)n ≥ 1− 0, 3n.
33. (1 + x1)(1 + x2)...(1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + ...+ xn,
ãäå x1, x2, ..., xn − ÷èñëà îäíîãî çíàêà, áîëüøèå -1 (íåðàâåí-
ñòâî Áåðíóëëè).
34. a) 2n > n2, n = 1, ∀n ≥ 5; b) 3n > n3, n ≥ 4, n = 1, 2.
35.
√
n < 1 + 1√
2
+ 1√
3
+ ...+ 1√
n
< 2
√
n, ∀n ≥ 2.
[ Âîñïîëüçîâàòüñß íåðàâåíñòâîì 1√
1+k
>
√
k + 1−√k ].
36. 2
n(n−1)
2 > n!, ∀n ≥ 3.
37. n
n
2 < n! < (n+1
2
)n, ∀n ≥ 2.
38. 2
2n
n+1
< (2n)!
(n!)2
,∀n ≥ 2.
39. nn+1 > (n+ 1)n, ∀n ≥ 3.
40. (2n)! < 22n(n!)2.
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41. 1
n
n∑
i=1
ai ≥ n
√
n∏
i=1
ai, ai ≥ 0, 1n
n∑
i=1
ai − ñðåäíåå àðèôìåòè÷å-
ñêîå, n
√
n∏
i=1
ai = n
√
a1 · a2 · ... · an − ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå n
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, ..., an.
[ Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ÷èñëà ai
n
√
n∏
i=1
ai
, (i = 1, 2, ..., n). Ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë ðàâíî 1. Ïî ïðèìåðó (6), ðàçîáðàííîìó
âûøå,
n∑
i=1
ai
n
√
n∏
j=1
aj
≥ n. Îòñþäà ñëåäóåò îòâåò ].
42. 1
2
· 3
4
· ... · 2n−1
2n
< 1√
2n+1
.
43. n+1
√
a · bn < a+nb
n+1
, a > 0, b > 0.
44. ”n” êîðíåé
√
c+
√
c+
√
c+ ...+
√
c ≤ 1+
√
4c+1
2
, c > 0.
45. Äîêàçàòü:
a) ÷èñëî 11n+1 + 122n−1 êðàòíî 133;
b) ÷èñëî 22n + 1 îêàí÷èâàåòñß íà 7 ïðè n ≥ 2;
c) arctg 1
2
+ arctg 1
8
+ ...+ arctg 1
2n2
= arctg n
n+1
;
d) 32n − 1 äåëèòñß íà 8;
e) 6n + 20n− 1 êðàòíî 25.
2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß è òåîðåìû.
Ðàññìîòðèì óïîðßäî÷åííóþ ïàðó (x, y) âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë x è y. Îáîçíà÷èì z = (x, y). Ïóñòü äàíû ïàðû
17
z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2), äëß êîòîðûõ ââåäåì ïðàâèëà ñëî-
æåíèß è óìíîæåíèß ñîîòâåòñòâåííî:
1) z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2), (21)
2) z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (22)
Â ýòîì ñëó÷àå óïîðßäî÷åííàß ïàðà (x, y) íàçûâàåòñß êîìïëåêñ-
íûì ÷èñëîì, x − âåùåñòâåííàß ÷àñòü (x = Re z), y −
ìíèìàß ÷àñòü (y = Im z). Åñëè y = 0, òî ïàðà (x, 0)
îòîæäåñòâëßåòñß ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì x : (x, 0) = x.
Â ÷àñòíîñòè ïàðà (0, 0) îòîæäåñòâëßåòñß ñ íóëåì. Ìíîæåñòâî
âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç C. Ìíîæåñòâî R
ßâëßåòñß ïîäìíîæåñòâîì C.
Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = (x1, y1), è z2 = (x2, y2), íàçû-
âàþòñß ðàâíûìè z1 = z2, åñëè x1 = x2, y1 = y2.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ðàçíîñòüþ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñß
òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, êîòîðîå â ñóììå ñ z2 äàåò z1.
Ïîêàæèòå ñàìîñòîßòåëüíî, ÷òî z1 − z2 = (x1 − x2, y1 − y2).
×àñòíûì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñß
òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z, êîòîðîå ïðè óìíîæåíèè íà z2
äàåò z1. Ïîêàæèòå ñàìîñòîßòåëüíî, ÷òî
z =
z1
z2
= (
x1x2 + y1y2
x22 + y
2
2
,
x2y1 − x1y2
x22 + y
2
2
). (23)
×èñëî (0, 1) = i íàçûâàåòñß ìíèìîé åäèíèöåé. Âîçâåäß
ýòî ÷èñëî â êâàäðàò, ïîëó÷èì â ñèëó îïðåäåëåíèß ïðîèçâåäåíèß
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êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: (0, 1)(0, 1) = (−1, 0), i2 = −1. Çàìåòèâ
ýòî, ìû ìîæåì ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) ïðåäñòà-
âèòü â âèäå z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0) =
x+ iy. Ïðåäñòàâëåíèå z = (x, y) â âèäå z = x+ iy íàçûâàåòñß
àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ýòî ïðåäñòàâëå-
íèå ïîçâîëßåò ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè,
êàê îíè ïðîèçâîäßòñß ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x,−y) = x− iy íàçûâàåòñß ñîïðßæåí-
íûì ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëó (x, y) = x + iy è îáîçíà÷àåòñß z
(ò.å. z = x− iy ).
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) èçîáðàæàåòñß èëè òî÷êîé M
ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) , èëè âåêòîðîì −−→OM , èäóùèì èç íà÷àëà
êîîðäèíàò O â òî÷êóM íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ïëîñêîñòü íàçû-
âàåòñß êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò îñü àáñöèññ íàçûâàåòñß äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, à îñü îðäèíàò
- ìíèìîé îñüþ. Ââåäß ïîëßðíûå êîîðäèíàòû x = r cosϕ, y =
r sinϕ íà ïëîñêîñòè, êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå:
z = (x+ iy) = r(cosϕ+ i sinϕ). (24)
Ýòà ôîðìà ÷èñëà íàçûâàåòñß òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà, r è ϕ íàçûâàþòñß ìîäóëåì è àðãóìåíòîì
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àþòñß ñèìâîëàìè r = |z| , ϕ =
arg z. ßñíî, ÷òî r =
√
x2 + y2, tg ϕ = y
x
. Àðãóìåíò ÷èñ-
ëà z 6= 0 îïðåäåëåí ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî öåëîãî, êðàòíîãî
2pi. Argz = arg z + 2kpi, (k = 0,±1,±2, ...), ãäå arg z - ãëàâíîå
çíà÷åíèå àðãóìåíòà (−pi ≤ arg z < pi).
Â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå óäîáíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè
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óìíîæåíèß è äåëåíèß êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
z1z2 = r1r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)], (25)
z1
z2
=
r1
r2
[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)], r2 6= 0, (26)
òî åñòü ïðè óìíîæåíèè ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñß, àðãóìåíòû ñêëà-
äûâàþòñß, à ïðè äåëåíèè ìîäóëè äåëßòñß, à àðãóìåíòû âû÷èòà-
þòñß. (Ïîêàæèòå ýòî ñàìîñòîßòåëüíî).
Ïðîèçâåäåíèå n ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí z,
íàçûâàåòñß n− ñòåïåíüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñß
ñèìâîëîì zn. Ïîëó÷èì
zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ) (27)
(ôîðìóëà Ìóàâðà).
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî w íàçûâàåòñß êîðíåì n−é ñòåïåíè èç
÷èñëà z (îáîçíà÷àåòñß n√z ) åñëè wn = z. ëåãêî ïîëó÷èòü
wk =
n
√
r(cos
ϕ+ 2kpi
n
+ i sin
ϕ+ 2kpi
n
), k = 0, (n− 1). (28)
Åñëè ïîëüçîâàòüñß ôîðìóëîé Ýéëåðà eiϕ = cosϕ + i sinϕ
(çäåñü ìû å¼ íå äîêàçûâàåì), òðèãîíîìåòðè÷åñêàß ôîðìà ïåðå-
õîäèò
z = r(cosϕ+ i sinϕ) = reiϕ. (29)
Ïðåäñòàâëåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â âèäå z = reiϕ íàçûâà-
åòñß ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Ìîæíî âû÷èñëèòü ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà:
ln z = ln r + iϕ.
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Òàê êàê àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ϕ îïðåäåëßåòñß ñ òî÷-
íîñòüþ äî 2pik, (k = 0,±1,±2, ...) òî
Ln z = ln r + i(ϕ+ 2pik) = ln z + i2pik. (30)
Ïîëüçóßñü ýòîé ôîðìóëîé ìîæíî âû÷èñëèòü ëîãàðèôì ëþáî-
ãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà. Íàïðèìåð, Ln(−5) = ln 5 + i(pi +
2pik), k = 0,±1,±2, ... òàê êàê |−5| = 5, arg(−5) = ϕ = pi.
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ êîìïëåêñíîìó ÷èñ-
ëó z, ; ñîïðßæåííîìó ïî îòíîøåíèþ ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z.
2. Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíî íóëþ ñîïðßæåííîå ê íåìó ÷èñëî.
3. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷àñòíîå äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2
ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü óìíîæèòü íà
÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðßæåííîå ê çíàìåíàòåëþ.
4. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè èçâëå-
÷åíèè êîðíß n ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ? Ïîëîæèòå,
â ÷àñòíîñòè z = −1, n = 2.
5. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëà ñëîæåíèß è âû÷èòàíèß êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë èäåíòè÷íû ïðàâèëàì ñëîæåíèß è âû÷èòàíèß âåêòî-
ðîâ.
6. Ïîëüçóßñü èíòåðïðåòàöèåé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà êàê âåêòî-
ðà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äîêàæèòå íåðàâåíñòâà: |z1 + z2| ≤
|z1|+ |z2| , |z1 − z2| ≥ |z1| − |z2| .
7. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìå-
åò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàññòîßíèß ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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8. Ïîêàæèòå, ÷òî
wk =
n
√
z = n
√
r(cos
ϕ+ 2pik
n
+ i sin
ϕ+ 2pik
n
), k = 0, n− 1,
ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, âïèñàí-
íîãî â îêðóæíîñòü ðàäèóñà ρ = n√r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîð-
äèíàò.
9. Ïîêàæèòå, ÷òî ez íå îáðàùàåòñß â íóëü íè â îäíîé òî÷êå
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z.
10. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè z1 = r1eiϕ1 , z2 = r2eiϕ2 , r2 6= 0, òî
z1z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2);
z1
z2
=
r1
r2
ei(ϕ1−ϕ2); zn = rneinϕ.
11. Ïîêàæèòå, ÷òî ei2pik = 1, (k = 0,±1,±2, ...).
12. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà óìíîæåíèß êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1 è z2 ïîëó÷àåòñß, åñëè ôîðìàëüíî ïåðåìíîæèòü äâó÷ëåíû
x1+i y1 è x1+i y2 ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó óìíîæåíèß äâó÷ëåíîâ,
à çàòåì çàìåíèòü i2 íà −1.
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 8.Íàéòè ñóììó è ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1 = −2 + 3i, z2 = 7− 8i.
Ðåøåíèå. z1+z2 = (−2+7)+(3−8)i = 5−5i. Ïðîèçâåäåíèå
íàõîäèì ôîðìàëüíûì ïåðåìíîæåíèåì äâó÷ëåíîâ (−2 + 3i) è
(7− 8i) : z1 · z2 = (−2 + 3i) · (7− 8i) = 14 + 16i+ 21i− 24i2 =
10 + 37i.
Ïðèìåð 9. Äàíû êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = −1 + 6i è z2 =
2 + 5i. Íàéòè ðàçíîñòü z2 − z1 è ÷àñòíîå z2z1 .
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Ðåøåíèå. z2 − z1 = (2 + 5i) − (−1 + 6i) = 3 − i. ×àñòíîå
íàõîäèì ïî ôîðìóëå (23):
z2
z1
=
2 + 5i
−1 + 6i =
(−1) · 5− 2 · 6
(−1)2 + (6)2 =
28
37
− i17
37
.
Ïðèìåð 10. Âûïîëíèòü äåéñòâèß 3+i
(1+i)(1−2i) .
Ðåøåíèå. Ïåðåìíîæèâ ÷èñëà, ñòîßùèå â çíàìåíàòåëå, ïî-
ëó÷èì
3 + i
(1 + i)(1− 2i) =
3 + i
1− 2i+ i+ 2 =
3 + i
3− i .
Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ÷èñëî, ñîïðßæåí-
íîå çíàìåíàòåëþ, òîãäà
(3 + i)(3 + i)
(3− i)(3 + i) =
9 + 6i− 1
9 + 1
=
4
5
+ i
3
5
.
Ïðèìåð 11. Íàéòè ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = −√3 + i è çàïèñàòü åãî â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.
Ðåøåíèå. r = |z| = √3 + 1 = 2, tgϕ = y
x
= − 1√
3
; ïðè
íàõîæäåíèè ϕ ó÷òåì, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = −√3 + i
ðàñïîëîæåíî âî âòîðîì êâàäðàíòå. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ = 5
6
pi +
2pik, (k = 0,±1,±2, ...). z = 2(cos 5
6
pi + i sin 5
6
pi).
Ïðèìåð 12. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë z1 =
√
2(cos 11
4
pi +
i sin 11
4
pi) è z2 =
√
8(cos 3
8
pi + i sin 3
8
pi).
Ðåøåíèå.Äëß ðåøåíèß ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñß
ôîðìóëîé (25). r1 = |z1| =
√
2, r2 = |z2| =
√
8, r = r1r2 = 4.
Àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèß z1z2 åñòü ñóììà ϕ1 +ϕ2 = 114 pi+ 38pi =
9
8
pi + 2pi. Ñëåäîâàòåëüíî, z1 · z2 = 4(cos 98pi + i sin 98pi).
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Ïðèìåð 13. Çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî
z =
(cos pi
3
− i sin pi
3
)(
√
3 + i)
i− 1 .
Ðåøåíèå. ×èñëî z1 = (cos pi3−i sin pi3 ) èìååò ìîäóëü, ðàâíûé
1 è àðãóìåíò ϕ1 = −pi3 . ×èñëî z2 =
√
3 + i èìååò ìîäóëü 2
è àðãóìåíò ϕ2 = −34 . ×èñëî z3 = i − 1 èìååò ìîäóëü
√
2 è
àðãóìåíò 3pi
4
. Ïîýòîìó
|z| = |z1| |z2|
z3
=
1 · 2√
2
=
√
2, ϕ = ϕ1 + ϕ2 − ϕ3 = −pi
3
+
pi
6
− 3
4
pi =
= −11
12
pi. Ñëåäîâàòåëüíî, z =
√
2(cos 11
12
pi − i sin 11
12
pi).
Ïðèìåð 14. Âîçâåñòè â äåâßòóþ ñòåïåíü êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z =
√
3− i.
Ðåøåíèå. r = |z| = 2, ϕ = −pi
6
.
(
√
3−i)9 = 29[cos(−pi
6
·9)+i sin(−pi
6
·9)] = 29[cos 3
2
pi−i sin 3
2
pi] = 512i.
Ïðèìåð 15. Íàéòè âñå çíà÷åíèß 4
√−16.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì ÷èñëî z = −16 â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå: z = −16 = 16(cos pi + i sin pi). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (28)
ïîëó÷àåì:
w0 = 2(cos
pi
4
+ i sin
pi
4
) =
√
2 + i
√
2,
w1 = 2(cos
3pi
4
+ i sin
3pi
4
) = −
√
2 + i
√
2,
w2 = 2(cos
5pi
4
+ i sin
5pi
4
) = −
√
2− i
√
2,
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w3 = 2(cos
7pi
4
+ i sin
7pi
4
) =
√
2− i
√
2.
Ïðèìåð 16. Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî z =
√
3
8
− i1
8
.
Ðåøåíèå. |z| = r =
√
3
64
+ 1
64
= 1
4
. tgϕ = −1
3
, ϕ = −pi
6
(ò.ê. z íàõîäèòñß â ÷åòâåðòîì êâàäðàíòå), z = 1
4
e−
pi
6
i.
Ïðèìåð 17. Çàïèñàòü âñå çíà÷åíèß êîðíß 4
√√
3 + i â ïî-
êàçàòåëüíîé ôîðìå.
Ðåøåíèå.
4
√√
3 + i =
4
√
2eipi/6 =
4
√
2 · ei 12k+124 pi, k = 0, 1, 2, 3.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Íàéòè ñóììó è ïðîèçâåäåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è
z2, åñëè
a) z1 = 4 + 5i, z2 = 3− 2i; [7 + 3i; 22 + 7i].
b) z1 =
√
2−
√
3i, z2 =
√
2 +
√
3i; [2
√
2 ; 5].
2. Íàéòè ðàçíîñòü z2 − z1 è ÷àñòíîå z2/z1 êîìïëåêñíûõ
÷èñåë z1 è z2, åñëè
a) z1 = 3 + 4i, z2 = 0, 4− 0, 2i; [−2; 6− 4, 2i].
b) z1 =
√
5− i, z2 =
√
5− 2i; [−i; 7/6− i
√
5
/
6].
3. Âûïîëíèòü äåéñòâèß:
a) 2i(
1
2
+
√
3
2
i)(−1
2
+
√
3
2
i); [−2i] . b) 1 + i
1− i +
1− i
1 + i
; [0] .
c)
(1 + i)
(
√
3 + i)(1 + i
√
3)
; [
1
4
(1− i)] .
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4. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè M, èçîáðàæàþùåé êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî z = 5i− 2
3i+ 1
+ i+
8i− 3
2− i . [M(−1, 5; 4, 7) ]
5. Íàéòè äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
a) z =
(2− i)3
3 + 4i
; [ Rez = −1, 52 ]. b) z = (1 + i)
3
1− i +
1
i10
;
[ Rez = −3 ].
6. Âûïîëíèòü äåéñòâèß: a) i
13 − i14
1 + i15
+ i10; [ −1 + i ].
b)
(1 + 2i)2 − (1− i)3
(3 + 2i)3 − (2 + i)2 ; [
22
159
− 5
318
i ].
7. Ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèßõ a êîìïëåêñíîå
÷èñëî z = (1− ai)3 − (2 + ai)2 ßâëßåòñß : a) äåéñòâèòåëüíûì,
b) ÷èñòî ìíèìûì?
[ a) ïðè a = −√7, a = 0, a = √7; b) íè ïðè êàêîì a ].
8. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèßõ x è
y êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = y2−7y+9xi è z2 = −12+20i+x2i
ðàâíû. [ 4; 3 ].
9. Ðåøèòü óðàâíåíèß:
a) (1 + 2i)(z − i) + (4i− 3)(1− iz) + 1 + 7i = 0; [−1− i].
b) z2 + z = 0; [0,−1, 1
2
±
√
3
2
i].
10. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: z1 + 2z2 = 1 + i,3z1 + iz2 = 2− 3i. [ z1 = 1− i, z2 = i ].
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11. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
a) z1 ± z2 = z1 ± z2 ; b) (z1/z2) = z1/z2 ;
c) z1 · z2 = z1 · z2 ; d) (zn) = (z)n.
12. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
|z1 · z2| = |z1| · |z2| ,
∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ = |z1||z2| .
13. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äàíû òî÷êè z2, z2, z3, ßâëß-
þùèåñß òðåìß ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè ïàðàëëåëîãðàì-
ìà. Íàéòè ÷åòâåðòóþ âåðøèíó. [z1 + z3 − z2 ].
14. Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çàäàí-
íîå óñëîâèåì:
a) |z + 1| = 1; b) |z + 2i− 1| ≤ 2; c) |z − 2|2 + |z + 2|2 = 26;
d) sin |z| > 0.
[ à) Îêðóæíîñòü R = 1, öåíòð â òî÷êå z = −1. b) Êðóã ñ
ãðàíèöåé, R = 2, öåíòð â òî÷êå z = 1− 2i. c) Îêðóæíîñòü,
R = 3, öåíòð â òî÷êå z = 0. d) Ñèñòåìà êîíöåíòðè÷åñêèõ
ïîëåé. ]
15. Ïðåäñòàâèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìå:
a) z = −
√
3 + i, b) z = −1, c)z = i, d) z = − cos pi
12
− i sin pi
12
.
[ a) 2(cos 5
6
pi + i sin 5
6
pi); b) cos pi + i sin pi; c) cos pi
2
+
+ i sin pi
2
; d) cos 13
12
pi + i sin 13
12
pi. ]
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16. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé è òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìàõ:
a) z =
cos 5pi/3 + i sin 5pi/3
cos pi/6 + i sin pi/6
;
b) z = 1/(cos 4pi/3− i sin 4pi/3); c) z =
i
(1 + i)2
.
[ a) z = 1 = cos 0+i sin 0; b) z = −1
2
−i
√
3
2
= cos
4pi
3
+i sin
4pi
3
;
c) z = 1
2
= 1
2
(cos 0 + i sin 0) ].
17. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:
a) z = (
i
2
−
√
3
2
)12; b) z = (cos 310 + i sin 310)−10.
[ a) 1; b) (cos 500 + i sin 500) ].
18. Çàïèñàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìå: a) z = (
√
3− i)100 ; b) z = (
√
3i+1
i−1 )
6.
[ a) 2100 (cos 4pi
3
+ i sin 4pi
3
) ; b) 8 (cos 3pi
2
+ i sin 3pi
2
) ].
19. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèßõ n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(1 + i)n = (1− i)n ? [ n = 4k, k = 0, 1, 2, ... ].
20. Íàéòè âñå çíà÷åíèß n√z, åñëè: a) z = −1, n = 3;
b) z = 8i, n = 3; c) z = 1, n = 5.
[ a) 1
2
+ i
√
3
2
, −1, 1
2
− i
√
3
2
; b)
√
3 + i, −√3 + i, −2i ;
c) cos 2pik/5 + i sin 2pik/5; k = 0, 1, 2, 3, 4. ]
21. Èçâëå÷ü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
a) 3
√−125; [ 2, 5 + 2, 5 · √3 · i; −5; 2, 5− 2, 5 · √3 · i ];
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b)
√
−6 + 6√3i; [ √3 + 3i; −√3− 3i ];
c) 6
√−64; [ √3 + i; 2i; −√3 + i; −√3− i; −2i; √3− i ].
22. Íàéòè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b èç óñëîâèß, ÷òî òî÷êè,
èçîáðàæàþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà 3 − 5i, 1 − i è −2 + bi,
ëåæàò íà îäíîé ïðßìîé. [ b = 5 ]
23. Äàíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z =
√
3 − i. Íàéòè âñå êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà ẑ; òàêèå, ÷òî |ẑ| = 2 |z| , à |arg ẑ − arg z| = pi
3
.
[ ẑ1 = −4i; ẑ2 = 2
√
3 + 2i ].
24. Ðåøèòü óðàâíåíèß:
a) z2 + 3 |z| = 0; [ z1 = 0, z2 = 3i, z3 = −3i ].
b) z2 − 3z = 0; [ z1 = 0; z2 = 3 ].
25. Íàéòè z6, åñëè 3z − z = −4 + 8i; [ 512 i ]
26. Ðåøèòü óðàâíåíèß: a) z4 + 1 = 0, b) z2 = z3.
[ a)
√
2
2
(±1± i); b) 0, cos 2pik/5 + i sin 2pik/5; k = 0, 1, 2, 3, 4. ]
27. Ðåøèòü óðàâíåíèß:
a) z2 − 4iz + 6(2− 5i) = 0; [ z1 = 3 + 7i; z2 = −3− 3i ].
b) z2 − (5 + 2i)z + 9 + 7i = 0; [ z1 = 2 + 3i; z2 = 3− i ].
c) |z| z + az + i = 0, a ≥ 0; [ z = 1
2
(a−√a2 + 4)i ].
d) z2 − 5z + 7− i = 0; [ z1 = 3 + i; z2 = 2− i ].
e) z2 − (4 + i)z + 10 + 2i = 0; [ z1 = 2 + 3i; z2 = 2− 2i ].
f) (z+1)4 = (z−1)4; [ z1 = −12+ i2 ; z2 = 0; z3 = −1+i ].
g) |z|+ z = 2 + i; [ 3
4
+ i ].
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28. Âû÷èñëèòü:
a) 1 + z + z2 + ...+ z19, åñëè z = 1+i√
2
; [ 1 + (1 +
√
2) i ].
b) sin x+a sin 2x+ ...+an−1 sinnx;
[
an+1 sinnx+an sin(n+1)x−sinx
a2−2a cosx+1
]
.
c) C1n sinx+C
2
n sin 2x+ ...+C
n
n sinnx; [ 2
n · cosn x
2
· sin nx
2
].
d)
100∑
k=0
Ck100(
√
3i)k; [ −299 · (1 + i√3) ].
29. Âîçâåñòè â ñòåïåíü:
a) (1+cosϕ+i sinϕ)n; [ 2n cosn ϕ
2
(cos nϕ
2
+i sin nϕ
2
) ].
b) (1−cosϕ+ i sinϕ)n; [ 2n sinn ϕ
2
(cosn(pi
2
− ϕ
2
)+ i sinn(pi
2
− ϕ
2
) ].
30. Ïðåäñòàâèòü â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:
a) z = e2−i; b) z = e−3pii/2+12pii c) z = ii.
[ a) e2(cos 1− i sin 1); b) i; c) e−(pi/2+2pik), k = 0,±1,±2, ... ].
31. Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå êîìïëåêñíûå ÷èñëà:
a) z = −√12− 2i; b) z = − cos pi/7 + i sin pi/7.
[ a) 4e7pii/6; b) e6pii/7 ].
32. Çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå âñå çíà÷åíèß n√z :
a) z = 1, n = 3; b) z = −1, n = 5; c) z = −4 +√48i, n = 3;
d) z = −1−√3i, n = 4.
[ a) e2piki/3, k = 0, 1, 2; b) epi(2k+1)i/5, k = 0, 4; c) 2e2(3k+1)pii/9,
k = 0, 1, 2; d) 4
√
2epi(3k+2)i/6, k = 0, 3 ].
33. Âû÷èñëèòü ëîãàðèôìû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
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a) − 10; b) − 1; c) 1± i√
2
; d)− 2 + 3i.
[ a) ln 10 + (2k + 1)pi i; b) (2k + 1)pi i; c) (2k ± 1
4
)pi i,
d) 1
2
ln 13 +
(
(2k + 1)pi − arctg 3
2
)
i].
34. Íàéòè íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z,
óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèþ | z − 2 + 2i | = 1; [ (2−
√
2
2
)(1− i) ].
35. Ïðè êàêèõ âåùåñòâåííûõ a ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z, óäîâëåòâîðßþùåå ðàâåíñòâó
∣∣∣z − i√2∣∣∣ = (a + 1)2, óäîâëåòâî-
ðßåò îäíîâðåìåííî íåðàâåíñòâó
∣∣∣z −√2∣∣∣ > a2− 4a. [ a > 1−√3
2
].
36. Â êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a âïèñàí ïðà-
âèëüíûé n − óãîëüíèê, îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî - â òî÷êå
z0 = a+ r. Íàéòè îñòàëüíûå âåðøèíû.
[ zk = a+ re
2piki/n, k = 1, n− 1 ].
37. Âûðàçèòü ÷åðåç cosϕ è sinϕ :
a) cos 3ϕ; b) sin 3ϕ; c) cos 4ϕ; d) sin 4ϕ.
[ a) cos3 ϕ−3 cosϕ·sin2 ϕ; b) 3 cos2 ϕ·sinϕ−sin3 ϕ; c) sin4 ϕ−
6 sin2 ϕ · cos2 ϕ+ cos4 ϕ; d) sin3 ϕ · cosϕ− sinϕ · cos3 ϕ ].
38. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z + 1/z = 2 cos θ, òî zm + 1/zm =
= 2 cosmθ.
39. Îïðåäåëèòü êðèâûå è íà÷åðòèòü èõ: a) |z| = 1− Rez;
b) z = z0 + αe
it, 0 ≤ t ≤ 2pi; c) z = ateit, 0 ≤ t < ∞;
d) z = t2 + i/t2, 0 < t <∞.
[ a) ïàðàáîëà; b) îêðóæíîñòü; c) ñïèðàëü Àðõèìåäà; d) îäíà
âåòâü ãèïåðáîëû ].
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40. Íà÷åðòèòü ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê:
a) r < |z − a| < R; b) Imz > 0, |z| > R; c) α < arg(z − a) < β.
d) |z| < 1− Rez.
[ à) êðóãîâîå êîëüöî; b) âåðõíßß ïîëóïëîñêîñòü áåç ïîëóêðóãà;
c) áåñêîíå÷íûé ñåêòîð ñ âåðøèíîé â òî÷êå a; d) âíóòðåííîñòü
ïàðàáîëû ].
41. Âûßñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óêàçàííûõ ñîîòíîøå-
íèé: a) |z − z1| = |z − z2| ; b) |z| = Rez + 1; c) |2z| >
|1 + z2| ; d) |z| < arg z, åñëè 0 ≤ arg z < 2pi; e) Rez2 =
c, −∞ < c < +∞; f) Rez + Imz < 1; g)
∣∣∣a−z
a−z
∣∣∣ < 1, Re a > 0.
[ a) ïðßìàß, ïåðïåíäèêóëßðíàß ê îòðåçêó, ñîåäèíßþùåìó òî÷êè
z1 è z2, è ïðîõîäßùàß ÷åðåç ñåðåäèíó ýòîãî îòðåçêà; b) ïàðà-
áîëà y2 = 2x + 1; c) âíóòðåííîñòü îêðóæíîñòåé |z − i| = √2
è |z + i| = √2, çà èñêëþ÷åíèåì èõ îáùåé ÷àñòè; d) âíóò-
ðåííîñòü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé îòðåçêîì äåéñòâèòåëüíîé îñè
0 ≤ x ≤ 2pi è îäíèì âèòêîì ñïèðàëè Àðõèìåäà r = ϕ; e)
ñåìåéñòâî ãèïåðáîë x2 − y2 = c; f) ïîëóïëîñêîñòü, îãðàíè-
÷åííàß ïðßìîé x+ y = 1 è ñîäåðæàùàß íà÷àëî êîîðäèíàò; g)
ïîëóïëîñêîñòü ñëåâà îò ìíèìîé îñè ].
3. ×èñëîâàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
3.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåëüíûå òî÷êè.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß è òåîðåìû.
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn + yn}, {xn − yn}, {xn · yn}, è
{xn/yn} íàçûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî ñóììîé, ðàçíîñòüþ, ïðîèç-
âåäåíèåì è ÷àñòíûì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn}
(äëß ÷àñòíîãî yn 6= 0 ).
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2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííîé, åñëè
∃M > 0 òàêîå, ÷òî ∀n : | xn | ≤M.
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñß íåîãðàíè÷åííîé,
åñëè ∀M > 0 ∃ n : | xn | > M.
4. ×èñëî a íàçûâàåòñß ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn},
åñëè äëß ∀ ε > 0 ∃ nε ∈ N òàêîå, ÷òî ∀ n > nε : |xn − a| < ε.
Ïðè ýòîì ïèøóò lim
n→∞xn = a.
5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàß ïðåäåë, íàçûâàåòñß ñõîäß-
ùåéñß , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå èìåþùàß ïðåäåëà - ðàñõîäß-
ùåéñß .
Ñõîäßùàßñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òîëüêî îäèí ïðåäåë.
6.×èñëî a íàçûâàåòñß ïðåäåëüíîé òî÷êîé ( èëè ÷àñòè÷-
íûì ïðåäåëîì ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè â ëþáîé ε−
îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæèòñß áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.
7. Íàèáîëüøàß ( íàèìåíüøàß ) ïðåäåëüíàß òî÷êà {xn},
îãðàíè÷åííàß ñâåðõó (ñíèçó), íàçûâàåòñß âåðõíèì (íèæíèì) ïðå-
äåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è îáîçíà÷àåòñß ñèìâîëîì lim
n→∞xn
( lim
n→∞
xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî áåñêîíå÷íî áîëüøàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå
ìîæåò èìåòü êîíå÷íîé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå lim
n→∞ xn
= +∞, (xn > M, ∀n > n0), ( lim
n→∞
xn = −∞) (xn < −M,M > 0,
∀ n > n0).
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèß: à) îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, á)
îãðàíè÷åííîé ñíèçó, â) íåîãðàíè÷åííîé, ã) îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòèõ
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îïðåäåëåíèé.
2. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåäåëà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.
3. Ñêîëüêî ïðåäåëîâ èìååò ñõîäßùàßñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
4. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ïî-
ëîæèòåëüíûõ (îòðèöàòåëüíûõ) ÷ëåíîâ, åñëè å¼ ïðåäåë: à) áîëü-
øå íóëß, á) ìåíüøå íóëß, â) ðàâåí íóëþ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
5. Âñßêàß ëè îãðàíè÷åííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñß?
Ïðèâåäèòå ïðèìåð.
6. Ñëåäóåò ëè èç ñõîäèìîñòè a) {xn + yn}, á) {xn − yn},
â) {xn · yn} ñõîäèìîñòü {xn} è {yn} ? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
7. Ïóñòü â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ëåæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Ñëåäóåò ëè îòñþäà,
÷òî: a) lim
n→∞xn = a; á) {xn} − îãðàíè÷åíà?
8. Ïóñòü èìåþòñß äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, â ëþáîé îêðåñòíîñòè
êîòîðûõ ñîäåðæèòñß áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}. Ñõîäèòñß ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?
9. Ñëåäóåò ëè èç ðàñõîäèìîñòè {xn} è {yn} ðàñõîäèìîñòü
a) {xn + yn}, á) {xn − yn}, â) {xn · yn} ? Ïðèâåñòè ïðèìåðû.
10. Íàðóøèòñß ëè ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè à)
äîáàâèòü, á) óäàëèòü, â) èçìåíèòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì êî-
íå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ?
11. ×òî ßâëßåòñß íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ?
12. Ñôîðìóëèðóéòå íà ßçûêå ”ε − nε” îïðåäåëåíèå òîãî,
÷òî ÷èñëî a íå ßâëßåòñß ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
è äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî îïðåäåëåíèß.
13. Âñßêàß íåîãðàíè÷åííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñß ê
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áåñêîíå÷íîñòè. Âåðíî ëè ýòî? Ïðèâåñòè ïðèìåð.
14. ßâëßåòñß ëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé? Îòâåò îáîñíóéòå.
15. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó, òî îíà ñõîäèòñß. Âåðíî ëè ýòî?
16. Âñßêàß ëè îãðàíè÷åííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèí-
ñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó? Îòâåò îáîñíóéòå ïðèìåðàìè.
17. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
n→∞xn = a òî limn→∞xn+1 = a.
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 18. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå xn = (−1)n,
îãðàíè÷åíà, òàê êàê âñå ÷ëåíû íå ìîãóò áûòü ìåíüøå -1 è áîëü-
øå 1. Íî îíà íå èìååò ïðåäåëà, ò.å. íå ñõîäèòñß.
Ïðèìåð 19. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñ îáùèì ÷ëåíîì
xn = n
(−1)n îãðàíè÷åíà ñíèçó, íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ðàñõîäß-
ùàßñß.
Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ó óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1, 2, 1/3, 4, 1/5, 6, 1/7 ... âñå ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíû, ÷ëåíû ñ
íå÷åòíûìè èíäåêñàìè óáûâàþò ïðè óâåëè÷åíèè n, à ÷ëå-
íû ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò, ò.å. äëß
∀ M > 0, x2n > M, åñëè n > M/2 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì, íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó. Íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè íå èìååò ìåñòà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàñõîäèòñß.
Ïðèìåð 20. Ïîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞
n+1
n
= 1.
Ðåøåíèå. Äëß ∀ ε > 0 (n+1
n
− 1) = 1
n
< ε äëß ∀ n > nε =
[1
ε
]. Äëß ðàçëè÷íûõ ε ïîëó÷èì ðàçëè÷íûå íîìåðà nε ∈ N.
Äëß ε = 0, 1; 0, 01; 0, 001; ... ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì nε =
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10, 100, 1000, ... Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåìåíòû
ñ èíäåêñîì n = 11 è âûøå ïîïàäàþò â ε − îêðåñòíîñòü
( ε = 0, 1 ) òî÷êè 1, âî âòîðîì ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàß ñ
x101 − â ”0, 01” - îêðåñòíîñòü òî÷êè 1, â òðåòüåì ñëó÷àå âñå
ýëåìåíòû, íà÷èíàß ñ x1001 − â ”0, 001” - îêðåñòíîñòü òî÷êè 1
è ò.ä. Â ýòîì ïðèìåðå ÷åòêî âèäíà çàâèñèìîñòü íîìåðà nε ∈ N
îò ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî ε > 0.
Ïðèìåð 21. Ïóñòü xn = sinnn . Äîêàçàòü, ÷òî limn→∞
sinn
n
= 0.
Ðåøåíèå. Â ñàìîì äåëå,
∣∣∣ sinn
n
− 0
∣∣∣ ≤ 1
n
< ε ïðè n > nε =
[1/ε].
Ïðèìåð 22. Íà ßçûêå ε− nε äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞
1
n!
= 0.
Ðåøåíèå.Äåéñòâèòåëüíî,
∣∣∣ 1
n!
− 0
∣∣∣ = 1
n!
= 1
1·2·3·...·n ≤ 11·2·2·...·2 =
= 1
2n−1 < ε. Îòñþäà 1 < 2n−1·ε, èëè 1/ε < 2n−1. Ëîãàðèôìèðóß
îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, èìååì log2(1/ε) < n− 1, èëè
n > 1 + log2(
1/ε). nε = [1 + log2(
1/ε)].
Ïðèìåð 23. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞
2n
n!
= 0.
Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, n! = 1 · 2 · 3 · ... · n. Òîãäà
2n
n!
= 2
1
· 2
2
· 2
3
· ... · 2
n
< 2 · (2
3
)n−2 = 9
2
· (2
3
)n < ε. Îòñþäà íàõîäèì
(2
3
)n < 2
9
ε. Ëîãàðèôìèðóß îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
n lg(2
9
) > lg(2
9
· ε). Èòàê, n > lg(2
9
· ε) · lg−1(2
3
).
Ïðèìåð 24.Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞n · qn = 0, åñëè |q| < 1.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì |n · qn| = n
/∣∣∣1
q
∣∣∣n = n/bn, ãäå b ≡∣∣∣1/q∣∣∣ > 1. Äàëåå ïåðåïèøåì n/bn = n/(1 + s)n, ãäå s > 0.
Ïðèìåíßß â çíàìåíàòåëå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, ïîëó÷èì
n/bn =
n/(1 + s)n =
n/(1 + s · n+ s2 · n(n− 1)/2! + ...+ sn) <
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< 2n/n(n− 1)s2 = 2/(n− 1)s2 → 0 ïðè n→∞.
Ïðèìåð 25. Ïîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞
1
/
n
√
n! = 0.
Ðåøåíèå. Ïîêàæåì ñíà÷àëà (ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè), ÷òî n! > (n
3
)n. Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî âûïîëíßåòñß.
Ïóñòü ïðè n = k èìååò ìåñòî k! > (k
3
)k Îáå ÷àñòè ýòîãî
íåðàâåíñòâà óìíîæèì íà (k + 1) : k!(k + 1) > (k
3
)k(k + 1),
èëè (k + 1)! > (k
3
)(k + 1) = (k+1
3
)k+1 · 3
(1+1/k)k
> (k+1
3
)k+1,
ò.ê. (1 + 1
k
)k < 3 (äîêàçàòü ñàìîñòîßòåëüíî). Ñëåäîâàòåëü-
íî, n! > (n
3
)n ñïðàâåäëèâî ïðè ∀n ∈ N. . Äàëåå èìååì
1/n! <
1
/
n
√
(n/3)n =
3/n < ε ïðè ∀n > nε = [3ε ].
Ïðèìåð 26. Äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íàéòè lim
n→∞xn
è lim
n→∞
xn åñëè xn = (−1)
n
n
+ 1+(−1)
n
2
.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x1 =
−1
1
, x2 =
1
2
+1, x3 = −13 , x4 = 14 +1, x5 = −15 , ... Îòñþäà âèä-
íî, ÷òî ÷ëåíû ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü −1, −1
3
, −1
5
, −1
7
, ... ÷ëåíû êîòîðîé âñå îòðèöàòåëüíû,
â ëþáîé ëåâîé îêðåñòíîñòè íóëß ñîäåðæèòñß áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòñþäà íóëü ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé
òî÷êîé.
Äàëåå ðàññìîòðèì ÷ëåíû ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè. Îíè îáðà-
çóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
2k
+ 1}, , êîòîðàß ñõîäèòñß ê
1 . Ñëåäîâàòåëüíî, a = 1 òàêæå ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé òî÷êîé.
Îòñþäà lim
n→∞
xn = 0, lim
n→∞xn = 1.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé
ðàáîòû.
1. Äàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñ îáùèìè ÷ëåíàìè:
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a) xn = sinn; b) xn = (−1)n; c) xn = (−1)n 1n ; d) xn =
= (−1)
n
n
+ 1+(−1)
n
2
. Êàêèå èç íèõ îãðàíè÷åíû, ñõîäßòñß. Îòâåòû
îáîñíóéòå.
2. Ïîëüçóßñü ßçûêîì ”ε−nε” äîêàæèòå, ÷òî: (óêàæèòå nε)
a) lim
n→∞
3n
n+5
= 3; b) lim
n→∞
cos 3n
n
= 0; c) lim
n→∞
2n−7·6n
3n+6n
= −7;
d) lim
n→∞
3n2+2
4n2−1 =
3
4
; e) lim
n→∞
5·3n
3n−2 = 5; f) limn→+∞ logn 2 = 0.
3. Ñ ïîìîùüþ ”ε − nε” ðàññóæäåíèé äîêàçàòü ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ê a :
a) xn =
(−1)n+1
n
, a = 0; b) xn =
2+(−1)n
n
, a = 0; c) xn =
n2+n−2
3n2+2n−4 ,
a = 1
3
; d) xn = n
√
c (c > 1), a = 1.[
a) nε = [
1
ε
]; b) nε = [
3
ε
]; c) nε = [
1
ε
]; d) nε = [
1
logc(1+ε)
]
]
.
4. Äîêàæèòå, ÷òî: a) lim
n→∞
n
√
a = 1, (a > 0); b) lim
n→∞
n
√
n = 1;
c) lim
n→∞(
1
2
· 3
4
· ... · 2n−1
2n
) = 0; d) lim
n→∞ q
n = 0, (|q| < 1).
5. Äëß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íàéòè âñå ïðåäåëüíûå òî÷-
êè, lim
n→∞
xn è lim
n→∞xn, åñëè a) xn = 1−
1
n
; b) xn = (−1)n(2+
3
n
); c)xn = (−1)n; d) xn = n(−1)n ; e) xn = 1 + nn+1 cos npi2 .
[ a) 0, 1; b) − 2, +2; c) − 1, +1; d) lim
n→∞
xn =
0, lim
n→∞xn =∞; e)− 1, 0; +1, e) limn→∞ xn = −1, limn→∞xn =∞ ].
6. Íàéòè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè xn =
1√
n2+1
+ 1√
n2+2
+ ...+ 1√
n2+n
.
[ Óêàçàíèå: zn < xn < yn, zn = n√n2+n , yn =
n√
n2+1
].
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3.2. Êðèòåðèé Êîøè.
À. Îñíîâíàß òåîðåìà.
Äëß òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèëàñü, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëß ε > 0 ∃ nε òàêîå, ÷òî
äëß ∀n > nε è äëß ∀p ∈ N âûïîëíßëîñü íåðàâåíñòâî
|xn+p − xn| < ε.
Âòîðóþ ïîëîâèíó ýòîé òåîðåìû ìîæíî çàìåíèòü : "...÷òî äëß
∀n > nε è ∀m > nε âûïîëíßëîñü íåðàâåíñòâî |xm − xn| < ε. "
Á. Êîíòðîëüíûå çàäàíèß.
1. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.
2. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé òåîðåìû.
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 27. Ïîëüçóßñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ãäå xn =
n∑
k=1
cos(k!)
k(k+1)
.
Ðåøåíèå. Îöåíèì |xn+p − xn| . Èìååì |xn+p − xn| =
=
∣∣∣∣∣ n+p∑k=n+1 cos(k!)k(k+1)
∣∣∣∣∣ ≤ 1(n+1)(n+2) + 1(n+2)(n+3) + ...+ 1(n+p)(n+p+1) =
= ( 1
n+1
− 1
n+2
) + ( 1
n+2
− 1
n+3
) + ...( 1
n+p
− 1
n+p+1
) = 1
n+1
− 1
n+p+1
<
< 1
n+1
< ε.
Îòñþäà, ïðè n > nε = [ 1ε−1 ] êðèòåðèé Êîøè âûïîëíßåòñß.
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñß.
Ïðèìåð 28. Ïîëüçóßñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ðàñõî-
äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè xn =
n∑
k=1
1
k
.
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Ðåøåíèå. Îöåíèì |xn+p − xn| . Èìååì |xn+p − xn| =
=
n+p∑
k=n+1
1
k
> p
n+p
. Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëß ∀n, ∀p ∈
N. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = n èìååì |xn+p − xn| > 1/2 äëß
∀n ∈ N. Ïîýòîìó, åñëè â êà÷åñòâå ε âçßòü 1/2, òî ïðè ∀n
è n = p, èìååì: |xn+p − xn| > ε. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî íàøà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñõîäèòñß.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Ïîëüçóßñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè:
a) xn = a0 + a1 · q + a2 · q2 + ...+ an · qn, ãäå |ak| < M,
(k = 0, 1, 2, ...) è |q| < 1.
b) xn =
n∑
k=1
sin k
2k
; c) xn =
n∑
k=1
1
k2
; d) xn =
n∑
k=1
1
k!
.
2. Ïîëüçóßñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè:
a) xn =
n∑
k=1
(−1)n; b) xn =
n∑
k=1
1√
k
.
3.3. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áåñêîíå÷íî
ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß è òåîðåìû.
1. {xn} íàçûâàåòñß ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé),
åñëè äëß ∀n ∈ N (èëè íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà) âûïîë-
íßåòñß íåðàâåíñòâî xn ≤ xn+1 (xn ≥ xn+1). Ïðè ñòðîãîì
íåðàâåíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñß ñòðîãî ìîíî-
òîííîé.
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Òåîðåìà 1. Âñßêàß îãðàíè÷åííàß ñâåðõó (ñíèçó) ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùàß (óáûâàþùàß) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë,
ïðè÷åì lim
n→∞xn = sup{xn} ( limn→∞xn = inf{xn}).
2. {xn} íàçûâàåòñß áåñêîíå÷íî ìàëîé (á. ì.), åñëè ∀ε > 0 ∃ nε
òàêîå, ÷òî ∀ n > nε : |xn| < ε (ïèøóò lim
n→∞xn = 0 ) .
3. {xn} íàçûâàåòñß áåñêîíå÷íî áîëüøîé (á. á.), åñëè äëß
∀ M > 0 ∃ NM òàêîå, ÷òî ∀n > NM : |xn| > M, (ïèøóò
lim
n→∞xn =∞ ).
Òåîðåìà 2. Àëãåáðàè÷åñêàß ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà á.ì.ï. ßâ-
ëßåòñß áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Òåîðåìà 3. Ïðîèçâåäåíèå á.ì.ï. íà îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ßâëßåòñß á.ì.ï.
Á. Êîíòðîëüíûå çàäàíèß.
1. Äëß êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åííîñòü ßâëßåòñß
íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè?
2. Äîêàæèòå ìîíîòîííîñòü è îãðàíè÷åííîñòü (ñíèçó ÷èñëîì
2, ñâåðõó - ÷èñëîì 3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñ îáùèì ÷ëåíîì
xn = (1 +
1
n
)n. Òîãäà lim
n→∞ (1 +
1
n
)n ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì e ≈ 2, 7182818284590.
3. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ á.ì.ï. è á.á.ï.
4. Ïóñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà-
õîäèòñß: à) â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëß; á) âíå ëþáîé îêðåñòíî-
ñòè íóëß. Ñëåäóåò ëè èç ýòèõ óñëîâèé à) èëè á), ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ßâëßåòñß á.ì.?, á.á.?, îãðàíè÷åííîé?, íåîãðàíè÷åí-
íîé? Ñëåäóåò ëè èç ýòèõ óñëîâèé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå
ßâëßåòñß á.ì.?, á.á.? ( Ðàññìîòðåòü ïðèìåð xn = (−1)
n
n
+ 1+(−1)
n
2
).
5. Êàêîâà ñâßçü ìåæäó á.ì. è á.á. ïîñëåäîâàòåëüíîñòßìè?
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6. Êàêîâà ñâßçü ìåæäó íåîãðàíè÷åííîé è á.á.ï.?
7. Ïóñòü 1) lim
n→∞xn = limn→∞ yn = 0; 2) limn→∞xn = limn→∞ yn =∞.
Ìîæåò ëè {xn/yn}, ãäå äëß ∀ n yn 6= 0, áûòü á.á.?, á.ì.?,
ñõîäßùåéñß?, ðàñõîäßùåéñß, íî íå á.á.? Îòâåòû îáîñíîâàòü ïðè-
ìåðàìè.
8. Åñëè {xn + yn} − á.ì.ï., òî {xn} è {yn} òàêæå á.ì..
Âñåãäà ëè âåðíî ýòî óòâåðæäåíèå? Îòâåò îáîñíóéòå ïðèìåðàìè.
9. Ïóñòü {xn · yn}− á.ì.ï.. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î {xn} è {yn}?
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 29. Äîêàçàòü, ÷òî lim
x→∞
n
qn
= 0, åñëè q > 1.
Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xn = nqn , òî xn+1 = n+1qn+1 =
n+1
nq
xn äëß ∀n ∈ N. Ïîñêîëüêó lim
n→∞
n+1
nq
= 1
q
(äîêàæèòå
ñàìîñòîßòåëüíî), òî ∃ n0, ÷òî ïðè ∀ n > n0 n+1qn < 1 (ò.ê.
1
q
< 1 ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > n0 áóäåì èìåòü xn+1 < xn,
ò.å. ïîñëå ÷ëåíà xn0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìîíîòîííî óáûâà-
åò. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíû, îíà îãðàíè÷åíà
ñíèçó. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë.
Ïóñòü a − ïðåäåë {xn}. Èç ñîîòíîøåíèß xn+1 = n+1nq · xn
ñëåäóåò a = lim
n→∞xn+1 = limn→∞
n+1
nq
· xn = lim
n→∞
n+1
nq
· lim
n→∞xn =
1
q
· a, îòêóäà ñëåäóåò (1 − 1
q
)a = 0 è a = 0. ( Çäåñü ìû
âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì lim
n→∞(xn · yn) = limn→∞(xn) · limn→∞(yn),
åñëè ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} ñóùåñòâóþò.
(Ýòî ñâîéñòâî áóäåò ðàññìîòðåíî íèæå).
Ïðèìåð 30. Äîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞
n!
2n
=∞.
Ðåøåíèå. Âûøå (ñì. ï.Â, ïðèìåð 23 ) ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {2n/n!} ñõîäèòñß ê íóëþ, ò.å. îíà á.ì.. À
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {1/xn}, xn = 2
n
/n! 6= 0 áóäåò á.á., ò.å.
lim
n→∞
1/xn =∞.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùàß è îãðàíè÷åííàß:
a) xn =
3n−1
5n+4
; b) xn =
2
1−3n ; c) xn =
n√
n2+n
;
d) xn = 2n−
√
4n2 + 3.
2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ìîíîòîííî óáû-
âàþùàß è îãðàíè÷åííàß:
a) xn =
1−3n
3+2n
; b) xn =
17
2n+7
; c) xn =
√
2n+ 3−√2n;
d) xn =
√
n2 + 2n+ 2− n.
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêóððåíòíî: a) x1 =
= a, xn+1 = 2xn − 1. Ïðè êàêèõ a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
ßâëßåòñß ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé?
á) a) x1 = b, xn+1 = 3xn − 2. Ïðè êàêèõ b ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} ßâëßåòñß ìîíîòîííî óáûâàþùåé?
4. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü è âû÷èñëèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xn}, åñëè x1 =
√
2; x2 =
√
2 +
√
2; x3 =
√
2 +
√
2 +
√
2;
... ... xn =
√
2 +
√
2 + ...+
√
2 − (âñåãî n êîðíåé). [ 2 ]
5. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè
xn = (1 +
1
2
) · (1 + 1
4
) · ... · (1 + 1
2n
).
6. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè
xn = p0 +
p1
10
+ ... + pn
10n
; (n = 1, 2, ...) ãäå pi (i = 0, 1, 2, ...) −
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå 9, íà÷èíàß ñ
p1.
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7. Äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü è íàéòè ïðåäåë:
a) xn = (1− 122 ) · (1− 132 ) · ... · (1− 1n2 );
b) xn = (1− 13) · (1− 16) · ... · (1− 1n(n+1)
2
). [ a) 1/2 ; b)
1/3 ].
3.4. Ñâîéñòâà ñõîäßùèõñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
À. Îñíîâíûå òåîðåìû.
1. Åñëè lim
n→∞xn = a, limn→∞xn = b, òî a) a) limn→∞(xn ± yn) =
a ± b; b) lim
n→∞(xn · yn) = a · b, c) åñëè b 6= 0, òî íà÷èíàß
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn
yn
} è
lim
n→∞
xn
yn
= a
b
.
Åñëè lim
n→∞xn = 0, limn→∞ yn = 0, òî limn→∞
xn
yn
íàçûâàåò-
ñß íåîïðåäåëåííîñòüþ òèïà (0/0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëßþòñß
íåîïðåäåëåííîñòè òèïà (0 · ∞), (∞−∞). Äëß òàêèõ íåîïðå-
äåëåííîñòåé ñôîðìóëèðîâàííàß âûøå òåîðåìà íå èìååò ìåñòà.
2. Åñëè lim
n→∞xn = a, è ∀ n > n0 xn ≥ b (xn ≤ b), òî
a ≥ b (a ≤ b).
3. Åñëè lim
n→∞xn = a, limn→∞xn = b, è íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà âûïîëíßþòñß íåðàâåíñòâà xn ≤ zn ≤ yn, òî lim
n→∞ zn = a.
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Êàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñß ñõîäßùåéñß ?
2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn + yn} ñõîäèòñß. Ñëåäóåò
ëè îòñþäà ñõîäèìîñòü {xn} è {yn} ?
3. Äîêàæèòå, ÷òî äëß ñõîäèìîñòè {xn} ê ÷èñëó a íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, xn =
a+ αn, ãäå {αn} − á. ì. ï..
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4. Ïóñòü lim
n→∞xn = a, ïðè÷åì äëß ∀ n, xn > b (xn < b).
Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî a) a > b, b) a ≥ b? ( c) a < b, d) a ≤ b ?)
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 31. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:
a) lim
n→∞
3n2
2−n2 ; b) limn→∞[(n+ 1)
k − nk] , 0 < k < 1;
c) lim
n→∞n [
√
n(n− 2)−√n2 − 3 ] ;
d) lim
n→∞
3n−2n
3n+1+2n
; e) lim
n→∞
1+a+a2+...+an
1+b+b2+...+bn
, |a| < 1, |b| < 1;
f) lim
n→∞(
√
2 · 4√2 · ... · 2n√2) ; g) lim
n→∞
3√n2+2−5n2
n−√n4−n+1 .
Ðåøåíèß.
a) Ýòîò ïðåäåë ßâëßåòñß íåîïðåäåëåííîñòüþ òèïà ∞∞ . ×èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîäåëèì íà n2, òîãäà ïîëó÷èì lim
n→∞
3n2
2−n2 =
lim
n→∞
3
2
n2
−1 =
lim
n→∞
3
lim
n→∞
( 2
n2
−1) = −3.
b) Ìû èìååì çäåñü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà (∞−∞). Ïðåîá-
ðàçóåì, âûíîñß nk çà ñêîáêè: 0 < (n+1)k−nk = nk [ (1+ 1
n
)k−
−1] < nk[(1 + 1
n
)− 1] = 1
n1−k . Òàê êàê 1n1−k → 0, òî è ïîäàâíî
(n+ 1)k − nk → 0.
c) Èçáàâèìñß îò èððàöèîíàëüíîñòè â ÷èñëèòåëå, óìíîæàß íà
ñîïðßæåííîå âûðàæåíèå:
lim
n→∞n[
√
n(n− 2)−√n2 − 3] =
= lim
n→∞
n [
√
n(n−2)−√n2−3] [
√
n(n−2)+√n2−3]
[
√
n(n−2)+√n2−3] = limn→∞
n (n2−2n−n2+3)
[
√
n(n−2)+√n2−3] =
= lim
n→∞
n(3−2n)
n[
√
1− 2
n
+
√
1− 3
n2
]
= lim
n→∞
3−2n√
1− 2
n
+
√
1− 3
n2
=∞.
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d) lim
n→∞
3n−2n
3n+1+2n
= lim
n→∞
1−(2/3)n
3+(2/3)n
=
lim
n→∞
[1−(2/3)n]
lim
n→∞
[3+(2/3)n]
= 1
3
.
e) lim
n→∞
1+a+a2+...+an
1+b+b2+...+bn
= lim
n→∞(
1−an+1
1−a · 1−b1−bn+1 ) =
= 1−b
1−a · limn→∞
1−an+1
1−bn+1 =
1−b
1−a ·
lim
n→∞
(1−an+1)
lim
n→∞
(1−bn+1) =
1−b
1−a ;
f) lim
n→∞(
√
2 · 4√2 · ... · 2n√2) = lim
n→∞ 2
1/2+1/22+...+1/2n =
= lim
n→∞ 2
1
2
· 1−(1/2)n
1−(1/2) = lim
n→∞ 2
1−(1/2)n = 2 lim
n→∞ 2
−1/2n = 2;
g) lim
n→∞
3√n2+2−5n2
n−√n4−n+1 = limn→∞
( 3
√
n2+2/n2)−5
(1/n−
√
1−1/n3+1/n4)
=
= lim
n→∞
3
√
1/n4+2/n6−5
(1/n−
√
1−1/n3+1/n4)
= 5.
Ïðèìåð 32. Íàéòè lim
n→∞xn, åñëè xn =
3
√
n+ 1− 3√n− 1.
Ðåøåíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè áóäåì ïîëüçîâàòüñß ôîðìóëîé
am − bm = (a− b)(am−1 + am−2b+ am−3b3 + ...+ abm−2 + bm−1).
Â íàøåì ñëó÷àå a = 3
√
n+ 1, b = 3
√
n− 1,m = 3. lim
n→∞(
3
√
n+ 1−
− 3√n− 1) = lim
n→∞
( 3
√
n+1− 3√n−1) · ( 3
√
(n+1)2+ 3
√
n+1 · 3√n−1 + 3
√
(n−1)2)
( 3
√
(n+1)2+ 3
√
n+1 3
√
n−1 + 3
√
(n−1)2) =
= lim
n→∞
n+1−n+1
( 3
√
(n+1)2 + 3
√
n2−1 + 3
√
(n−1)2) = 0, òàê êàê çíàìåíàòåëü ñòðå-
ìèòñß ê ∞.
Ïðèìåð 33. Íàïèñàòü îáùèé ÷ëåí, äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è íàéòè å¼ ïðåäåë, åñëè x1 = 4; xn+1 =√
6 + xn.
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Ðåøåíèå. Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèåì. Íàéäåì îáùèé ÷ëåí: x1 = 4; x2 =
√
6 + 4 =
=
√
10 , x3 =
√
6 +
√
10 , x4 =
√
6 +
√
6 +
√
10 , ... , xn =
=
√√√√
6 +
√
6 +
√
6 + ...+
√
6 +
√
10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî-
íîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó ÷èñëîì 3 . Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç c. Òîãäà èç ðåêóððåíò-
íîãî ñîîòíîøåíèß íàõîäèì ( â ïðåäåëå) c =
√
6 + c. Îòñþäà
c2 − c− 6 = 0, c1,2 = 12 ± 52 . c1 = 3, c2 = −2. Ïðåäåëîì äàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ßâëßåòñß ÷èñëî 3, òàê êàê âñå ÷ëåíû xn
ïîëîæèòåëüíû.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn},
äëß êîòîðûõ:
a) lim
n→∞(
xn/yn) = 0; b) limn→∞(
xn/yn) = c, c = const 6= 0;
c) lim
n→∞(
xn/yn) =∞; d) {xn/yn} ðàñõîäèòñß, íî îãðàíè÷åíà.
2. Íàéòè ïðåäåëû:
a) lim
n→∞
3√
n2·sin(n!)
n+2
; b) lim
n→∞[
1
n3
+ 3
2
n3
+ ...+ (2n−1)
2
n3
];
c) lim
n→∞(
1
2
+ 3
22
+ 5
23
+ ...+ 2n−1
2n
); d) lim
n→∞
n!+(n+2)!
(n−1)!+(n+2)! .
[ a) 0; b) 4
3
; c) 3; d) 1 ].
3. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:
a) lim
n→∞
2n2−2n+1√
n4+1−n ; b) limn→∞
(n+3)3+(n+4)3
(n+3)4−(n+4)4 ;
c) lim
n→∞
3√
n2−√n2+5
5√
n7−√n+1 ; d) limn→∞
12+32+...+(2n−1)2
22+42+...+(2n)2
;
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e) lim
n→∞(
√
n2 + 3n−√n2 − 3); f) lim
n→∞
3
√
n[
3
√
n2 − 3
√
n(n− 1)].
[ a) 2; b) − 1
2
; c) 0; d) 1; e) 3
2
; f)1
3
].
4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {2n+(−2)n
2n
} íå èìååò
ïðåäåëà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {2n+(−2)n
3n
} èìååò ïðåäåë. ×åìó
îí ðàâåí? [ 0 ].
3.5. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß.
1. ×èñëî z0 íàçûâàåòñß ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} è ïèøóò lim
n→∞ zn = z0, åñëè äëß ∀ ε >
0 ∃ nε òàêîå, ÷òî ïðè ∀ n > nε âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
| zn − z0 | < ε .
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàþò ñõîäßùåéñß ê áåñêî-
íå÷íîñòè è ïèøóò lim
n→∞ zn =∞, åñëè äëß ∀M > 0 ∃ n0 òàêîå,
÷òî äëß ∀ n > n0 âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî | zn | > M .
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîíßòèßì ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê áåñêî-
íå÷íîñòè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
2. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, ãäå zn = xn+iyn
è z0 = x0 + iy0. Äîêàæèòå, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ñõîäèìîñòè {zn} ê z0 ßâëßåòñß ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé {xn}, è {yn}, ê Rez0 = a, Imz0 = b,
ñîîòâåòñòâåííî.
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3. Ïóñòü lim
n→∞ zn = z0 6= ∞, limn→∞wn = w0 6= ∞. Äîêàçàòü,
÷òî:
a) lim
n→∞(zn + wn) = z0 + w0; b) limn→∞(zn · wn) = z0 · w0;
c) lim
n→∞(
zn
wn
) = z0
w0
, ãäå w0 6= 0, íî ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ∞.
4. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèß îãðàíè÷åííîñòè è íåîãðàíè-
÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, à òàêæå äàéòå èõ ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 34. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, ãäå
zn = (−1)n + i2−n2+n , îãðàíè÷åíà, íî ðàñõîäèòñß.
Ðåøåíèå. Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì | zn | =
=
√
1 + (2− n)2/(2 + n)2 =
√
1 + (1− 2n/(2 + n))2 =
=
√
1 + 1− 4n/(2 + n) + (2n/(2 + n))2 ≤ 6 .
Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü {zn}.
Òåïåðü ïîêàæåì ðàñõîäèìîñòü. Çäåñü xn = (−1)n. Ïðåäåë
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó, äàæå åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} ( â íàøåì ñëó÷àå
lim
n→∞ yn = limn→∞
2−n
2+n
= −1 ) ïðåäåë {zn} íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü.
Çäåñü èç íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü äâå
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ÷ëåíàìè: z2k = (−1)2k + i2−2k2+2k = 1 +
i1−k
1+k
; z2k−1 = (−1)2k−1 + i2−2k+12+2k+1 = −1 + i3−2k3+2k . Ýòè ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäßòñß ñîîòâåòñòâåííî ê 1 − i è −1 − i
(ïðåäåëüíûå òî÷êè).
Ïðèìåð 35. Ïóñòü ϕ − äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêàçàòü,
÷òî lim
n→∞(1 + i
ϕ
n
)n = cosϕ+ i sinϕ = eiϕ.
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Ðåøåíèå. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zn = (1 + iϕn )n ïðåä-
ñòàâèì â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå: zn = rneiϕn , ãäå
rn =
∣∣∣(1 + iϕ
n
)n
∣∣∣ = (1 + ϕ2
n2
)
n
2 ,
ϕn = arg(1 + i
ϕ
n
)n = n · arg(1 + iϕ
n
) = n · arctg ϕ
n
.
Äàëåå âû÷èñëèì ïðåäåëû:
lim
n→∞ rn = limn→∞[(1 +
ϕ2
n2
)
n2
ϕ2 ]
ϕ2
2n = e
lim
n→∞
ϕ2
2n = 1,
lim
n→∞ϕn = limn→∞n · arctg
ϕ
n
= ϕ · lim
n→∞
arctg ϕ
n
ϕ
n
= ϕ.
Cëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞(1 + i
ϕ
n
)n = 1 · (cosϕ+ i sinϕ) = eiϕ.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé
ðàáîòû.
1. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:
a) lim
n→∞ = (−i+
2+i
n
); b) lim
n→∞
1−ni
1+3ni
;
c) lim
n→∞[3
n + i(1− 2
n
)]; d) lim
n→∞
n∑
k=0
ik
3k
.
[ a) − i; b) − 1
3
; c)∞; d) 3
10
· (3 + i) ].
2. Ïîêàçàòü, ÷òî {zn} îãðàíè÷åíà, íî ðàñõîäèòñß, åñëè
a) zn = i
n; b) zn =
1
2
[in + (−i)n].
3. Ïîêàçàòü, ÷òî {zn}, ãäå zn = 12(1 + in) íå îãðàíè÷åíà,íî
íå ñõîäèòñß ê áåñêîíå÷íîñòè.
4. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü è íàéòè ïðåäåë, åñëè
a) zn = z
n, | z | < 1; b) zn = zn1+z2n , | z | < 1.
[ a) 0; b) 0 ].
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4. Ôóíêöèß è å¼ ïðåäåë.
4.1. Ïîíßòèå ôóíêöèè. Ïðåäåë ôóíêöèè.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß.
1◦. Ïóñòü x âåùåñòâåííàß ïåðåìåííàß èç ìíîæåñòâà {X}.
Åñëè êàæäîìó x èç {X} ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå îäíî âåùå-
ñòâåííîå y èç {Y }, òî ãîâîðßò, ÷òî íà {X} çàäàíà ôóíêöèß,
è ïèøóò y = f(x) (ò.å. f : {X} → {Y } ). {X} − íàçûâàåò-
ñß îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß ôóíêöèè, à ñîâîêóïíîñòü {Y } âñåõ
÷àñòíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
ôóíêöèè f(x).
Ìíîæåñòâî {X} ìîæåò áûòü: èíòåðâàëîì ( a, b ), îòðåçêîì
(ñåãìåíòîì) [ a, b ], ïîëóîòðåçêîì [ a, b ) èëè ( a, b ], ïî-
ëóïðßìîé [ a,+∞) èëè (−∞, b ], âñåé áåñêîíå÷íîé ïðßìîé
(−∞,+∞). Ìíîæåñòâî {X} ìîæåò ïðåäñòàâëßòü ñîáîé ñè-
ñòåìó èíòåðâàëîâ èëè îòðåçêîâ èëè èõ êîìáèíàöèþ, à òàêæå
ñîñòîßòü èç äèñêðåòíûõ òî÷åê.
2◦. Ôóíêöèß y = f(x) íàçûâàåòñß íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñ-
òàþùåé) íà ìíîæåñòâå {X}, åñëè äëß ∀x1, x2 ∈ {X}, óäîâëåò-
âîðßþùèõ óñëîâèþ x1 < x2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x1) ≤
f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)). Íåóáûâàþùèå è íåâîçðàñòàþùèå
ôóíêöèè îáúåäèíßþòñß îäíèì îáùèì íàçâàíèåì: ìîíîòîííûå
ôóíêöèè. Åñëè äëß ∀x1, x2 ∈ {X}, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
x1 < x2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x1) < f(x2) (f(x1) >
f(x2)), òî ôóíêöèß y = f(x) íàçûâàåòñß ñòðîãî ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) ôóíêöèåé.
3◦. Åñëè ïîä x ïîíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, óäîâëåòâîðßþùåå
óðàâíåíèþ y = f(x), ãäå y ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç {Y }, òî
51
ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëßåò íà ìíîæåñòâå {Y } íåêîòîðóþ, âî-
îáùå ãîâîðß ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ x = f−1(y), íàçûâàåìóþ
îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè f(x). Ôóíêöèè y = f(x)
è x = f−1(y), íàçûâàþòñß âçàèìíî îáðàòíûìè.Îíè îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: f(f−1(y)) = y, f−1(f(x)) = x. Åñëè
ôóíêöèß y = f(x) ìîíîòîííà â ñòðîãîì ñìûñëå, òî ñóùåñòâóåò
îáðàòíàß ôóíêöèß x = f−1(y), òàêæå ñòðîãî ìîíîòîííàß â òîì
æå ñìûñëå.
4◦. Òî÷êà x0 ( x0 ∈ {X} èëè x0 /∈ {X}) íàçûâàåòñß
ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà {X}, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 èìåþòñß òî÷êè {X}, îòëè÷íûå îò òî÷êè x0.
Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî b íàçûâàåòñß ïðåäåëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x0, ïðè x→ x0, åñëè ∀ ε > 0 ∃ δε òàêîå, ÷òî ∀ x,
óäîâëåòâîðßþùåãî óñëîâèßì x ∈ {X}, 0 < | x− x0 | < δε,
âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî | f(x)− b | < ε.
Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî b íàçûâàåòñß ïðåäåëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x0, åñëè ëþáîé ñõîäßùåéñß ê x0 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xn} òàêîé, ÷òî xn ∈ {X}, xn 6= x0 ñîîòâåòñòâóþùàß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè {f(xn)} ñõîäèòñß ê b.
Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò lim
x→x0
f(x) = b èëè f(x) → b ïðè
x→ x0. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß òåîðåìà.
Ïóñòü f(x) è g(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, êðîìå ìîæåò áûòü ñàìîé òî÷êè x0, è lim
x→x0
f(x) = b,
lim
x→x0
g(x) = c. Òîãäà: a) lim
x→x0
[f(x)±g(x)] = b±c; b) lim
x→x0
[f(x) ·
g(x)] = b · c; c) lim
x→x0
f(x)
g(x)
= b
c
ïðè óñëîâèè, ÷òî c 6= 0.
5◦. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû.
×èñëî b íàçûâàåòñß ïðàâûì (ëåâûì) ïðåäåëîì ôóíêöèè
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f(x) â òî÷êå x0, åñëè ∀ ε > 0 ∃ δε > 0 òàêîå, ÷òî ∀ x óäîâëå-
òâîðßþùåãî óñëîâèßì x ∈ {X}, x0 < x < x0 + δε (x0 − δε <
x < x0) âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε. Îáîçíà-
÷åíèß: lim
x→x0+0
f(x) = b èëè f(x0 + 0) = b (ñîîòâåòñòâåííî
lim
x→x0−0
f(x) = b èëè f(x0 − 0) = b ).
6◦. Ïðåäåë ôóíêöèè ïðè x→∞.
×èñëî b íàçûâàåòñß ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞
[ lim
x→+∞ f(x) = b ], åñëè ∀ ε > 0, ∃ Aε > 0 òàêîå, ÷òî ∀ x > Aε
âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî | f(x)− b | < ε. Àíàëîãè÷íî îïðåäå-
ëßåòñß lim
x→−∞ f(x).
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíê-
öèè â òî÷êå x0.
2. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðåäåëà ôóíêöèè.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå
x0, òî îí åäèíñòâåííûé.
4. Ñôîðìóëèðóéòå îòðèöàíèß äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ôóíê-
öèè â òî÷êå.
5. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ â
òî÷êå íà ßçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
6. Ïðè êàêèõ óñëîâèßõ èç ñóùåñòâîâàíèß îäíîñòîðîííèõ ïðå-
äåëîâ (ïðåäåëà ôóíêöèè) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ôóíê-
öèè (îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ)?
7. Ñôîðìóëèðóéòå äâà îïðåäåëåíèß ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè
x→ +∞ (x→ −∞).
8. Äàíà ôóíêöèß f(x) = |x|
x
. Îïðåäåëåíà ëè îíà â òî÷êå
x = 0? ßâëßåòñß ëè òî÷êà x = 0 ïðåäåëüíîé òî÷êîé îáëàñòè
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îïðåäåëåíèß ôóíêöèè? Ñóùåñòâóåò ëè lim
x→0 f(x) ?
Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 36. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèß ôóíêöèé:
a) y =
√
sin
√
x; b) y = (x+ |x|)
√
x sin2 pix; c) y = (2x)!
Ðåøåíèå. a) Âûðàæåíèå èìååò ñìûñë ïðè óñëîâèè, ÷òî
sin
√
x ≥ 0, òî åñòü åñëè 2kpi ≤ √x ≤ pi + 2kpi, (x ≥ 0) (k =
0, 1, 2, ...). Îòñþäà 4k2pi2 ≤ x ≤ pi2(1 + 2k)2 (k = 0, 1, 2, ...).
b) Âûðàæåíèå x + |x| èìååò ñìûñë âñåãäà, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî, åñëè x · sin2 pix ≥ 0. Ðåøàß ýòî
íåðàâåíñòâî, íàõîäèì, ÷òî x ≥ 0 è x = −1,−2, ... .
c) Ýòà ôóíêöèß èìååò ñìûñë, åñëè 2x = n (n = 1, 2, ...)
ïîýòîìó îáëàñòü îïðåäåëåíèß åñòü ìíîæåñòâî {1
2
, 1, 3
2
, 2, 5
2
, 3, ...}.
Ïðèìåð 37. Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèß è ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèé: a) y = (−1)x; b) y = arccos 2x
1+x2
;
c) y = D(x) =
 0, åñëè x èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî,1, åñëè x ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
d) y = sgnx =

+1, åñëè x > 0,
0, åñëè x = 0,
−1, åñëè x < 0.
Ðåøåíèå. a) Îáëàñòü îïðåäåëåíèß ôóíêöèè ñîñòîèò òîëü-
êî èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Òàê êàê (−1)x = ±1 òî äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè íå÷¼ò-
íîì ïîêàçàòåëå êîðíß, x = p
2q+1
, ãäå p è q öåëûå ÷èñëà. Ïðè
ýòîì y = ±1.
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b) Î÷åâèäíî, ÷òî −1 ≤ 2x
1+x2
≤ 1 ïðè ∀ x ∈ R . Ïîýòî-
ìó îáëàñòü îïðåäåëåíèß åñòü âñß ÷èñëîâàß îñü (−∞,+∞) , à
îáëàñòü çíà÷åíèé åñòü ñåãìåíò [ 0, pi ] .
c) Ôóíêöèß çàäàíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè à ìíîæåñòâî å¼
çíà÷åíèé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê 0 è 1, òî åñòü {y} = {0, 1}. Ýòà
ôóíêöèß íàçûâàåòñß ôóíêöèåé Äèðèõëå.
d) Ôóíêöèß çàäàíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ìíîæåñòâî å¼
çíà÷åíèé ñîñòîèò èç òðåõ òî÷åê: −1, 0, +1, òî åñòü {y} =
{−1, 0, +1}.
Ïðèìåð 38. Ïóñòü f(x) + f(y) = f(z). Îïðåäåëèòü z, åñëè
a) f(x) = 1
x
; b) f(x) = log 1+x
1−x .
Ðåøåíèå. a) Èç óñëîâèß 1
x
+ 1
y
= 1
z
íàõîäèì z = xy
x+y
, x 6= −y.
b) Ïîòåíöèðóß ðàâåíñòâî log 1+x
1−x + log
1+y
1−y = log
1+z
1−z , íàõî-
äèì, ÷òî (1+x)(1+y)
(1−x)(1−y) =
1+z
1−z , îòêóäà z =
x+y
1+xy
.
Ïðèìåð 39.Íàéòè f(x), åñëè f( 1
x
) = x+
√
1 + x2 (x > 0).
Ðåøåíèå. Ïóñòü z = 1/x. Òîãäà x = 1/z è, òàê êàê z > 0,
òî f(z) = 1/z +
√
1 + 1/z2 = 1/z +
√
1 + z2
|z| =
1 +
√
1+z2
z
.
Îòñþäà f(x) = 1+
√
1+x2
x
.
Ïðèìåð 40. Îïðåäåëèòü îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = ϕ(y) è
îáëàñòü å¼ ñóùåñòâîâàíèß, åñëè: a) y =
√
1− x2 ïðè 1) − 1 ≤
x ≤ 0; 2) 0 ≤ x ≤ 1; b) y = sh x = 1/2(ex − e−x) −
ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ.
Ðåøåíèå. a) Íà ñåãìåíòå [ −1, 0 ] ôóíêöèß ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 1 . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíàß ôóíêöèß. Ðåøàß ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî x íàõîäèì:
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x = −√1− y2, (0 ≤ y ≤ 1). Àíàëîãè÷íî ïðåäóäóùåìó ñëó÷àþ
íà [ 0,+1 ] ôóíêöèß ìîíîòîííî óáûâàåò îò 1 äî 0. Èìååì:
x =
√
1− y2, (0 ≤ y ≤ 1).
b) Òàê êàê íà èíòåðâàëå (−∞,+∞) ôóíêöèß shx ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò îò −∞ äî +∞, òî íà èíòåðâàëå −∞ <
y < +∞ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàß îáðàòíàß ôóíêöèß. Èìååì
e2x−2yex−1 = 0, îòêóäà ex = y±√y2 + 1. Âûáèðàß â ïîñëåä-
íåì ðàâåíñòâå çíàê (+) (òàê êàê ex > 0 ) è ëîãàðèôìèðóß,
ïîëó÷èì x = Arsh y = ln(y +
√
y2 + 1), (−∞ < y < +∞).
Ïðèìåð 41. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèß f(x) = sin 1
x
íå èìååò
ïðåäåëà ïðè x→ 0.
Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ãäå xn =
= 2
pi(2n+1)
, (n = 1, 2, 3, ...). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè n→∞
ñòðåìèòñß ê íóëþ, à ñîîòâåòñòâóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé ôóíêöèè f(xn) = (−1)n âîâñå íå èìååò ïðåäåëà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äàííàß ôóíêöèß íå èìååò ïðåäåëà â òî÷êå x = 0.
Ïðèìåð 42. Íà ßçûêå ”ε− δε” ïîêàçàòü, ÷òî lim
x→pi/2
sinx = 1.
Ðåøåíèå. Îöåíèì ðàçíîñòü | 1− sinx | . Èìååì 1− sinx =
= 2 cos(pi
4
+ x
2
)·sin(pi
4
− x
2
). Òàê êàê äëß ëþáîãî x :
∣∣∣cos(pi
4
+ x
2
)
∣∣∣ ≤ 1
è
∣∣∣sin(pi
4
− x
2
)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣pi
4
− x
2
∣∣∣ , òî |1− sinx| ≤ ∣∣∣pi
2
− x
∣∣∣ . Ñëåäîâàòåëü-
íî, åñëè δε = ε, òî èç íåðàâåíñòâà 0 <
∣∣∣pi
2
− x
∣∣∣ < δε ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî | 1− sinx | < ε. Òàêèì îáðàçîì, äëß ∀ ε > 0
∃ δε = ε, ∀ x : 0 <
∣∣∣pi
2
− x
∣∣∣ < δε ⇒ |1− sinx| < ε, òî åñòü
lim
x→pi/2
sinx = 1.
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Ïðèìåð 43. Ïóñòü f(x) =
 x, ïðè x < 0,sinx, ïðè x > 0. ( f(x)
íå îïðåäåëåíà ïðè x = 0. ) Ñóùåñòâóåò ëè lim
x→0 f(x) ?
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì â òî÷êå x = 0 îäíîñòîðîííèå ïðåäå-
ëû ôóíêöèè f(x). f(0 + 0) = lim
x→0+0 sin x = limx→+0 sin x = 0;
f(0− 0) = lim
x→0−0x = limx→−0x = 0. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíê-
öèè f(x) â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóþò è ðàâíû 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
x→0 f(x) = 0.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé
ðàáîòû.
Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:
1. lim
x→∞
x2 + x− 6
x2 − 3x+ 2; [1].
2. lim
x→2
3
√
25 + x− 3√29− x
x−√2x ;
[
4
27
]
.
3. lim
x→+∞(
√
x2 + 2x− x); [1].
4. lim
x→0
3 3
√
1 + x− 4 4√1 + x+ 1
2− 2√1− x ; [0].
5. lim
x→+∞(
√
1 + 2x+ x2 −√x2 − 4x+ 1); [3].
6. lim
x→0
3 3
√
1 + x− 4 4√1 + x+ 1
2− 2√1− x+ x ;
[
1
6
]
.
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7. lim
x→∞
3
√
x
(
3
√
(x+ 4)2 − 3
√
(x− 1)2
)
;
[
10
3
]
.
8. lim
x→0
[(1 +mx)n − (1 + nx)m]
x2
;m,n ∈ N ;
[
mn(m− n)
2
]
.
9. lim
x→0
m
√
1 + ax− n√1 + bx
x
; m,n ∈ N ;
[
a
m
− b
n
]
.
10. lim
x→0
m
√
1 + ax · n√1 + bx− 1
x
;
[
a
m
+
b
n
]
.
11. lim
x→1
x+ x2 + ...+ xn − n
1− x ;
[
−n(n− 1)
2
]
.
4.2. Ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x)/g(x). Åñëè limx→x0 f(x) = 0 è
lim
x→x0
g(x) = 0, òî ïðåäåë ôóíêöèè f(x)/g(x) ïðè x→ x0 íåëüçß
íàéòè ïîëüçóßñü òåîðåìîé î ïðåäåëå îòíîøåíèß, òàê êàê ïðåäåë
çíàìåíàòåëß ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðßò, ÷òî èìååòñß
íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0
0
. Çäåñü x0 ìîæåò áûòü êîíå÷íûì
÷èñëîì èëè ±∞. Àíàëîãè÷íî ââîäßòñß ñèìâîëè÷åñêèå îáîçíà-
÷åíèß íåîïðåäåëåííîñòåé ∞∞ , 0 · ∞, ∞−∞, ∞0, 00, 1∞.
Â òåõ ñëó÷àßõ, êîãäà èìååò ìåñòî íåîïðåäåë¼ííîñòü, äëß âû-
÷èñëåíèß ïðåäåëà  ”ðàñêðûòèß íåîïðåäåë¼ííîñòè”  ïðåîáðà-
çîâûâàþò îòíîøåíèå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòü åãî âû-
÷èñëèòü. Äëß òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóþòñß èëè òîæäå-
ñòâåííûå ñîîòíîøåíèß, ëèáî ñðàâíåíèå ïîâåäåíèß ôóíêöèé ïðè
ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê ïðåäåëüíîé òî÷êå.
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Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 44. Âû÷èñëèòü: lim
x→2
x2 + x− 6
x2 − 3x+ 2 .
Ðåøåíèå. Ïðè x→ 2 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ñòðåìßòñß
ê íóëþ, òî åñòü x0 = 2 ßâëßåòñß êîðíåì ÷èñëèòåëß è çíàìåíà-
òåëß. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 2 : x2 + x− 6 = (x− 2)(x+ 3),
x2 − 3x+ 2 = (x− 2)(x− 1). Ïîýòîìó
lim
x→2
x2 + x− 6
x2 − 3x+ 2 = limx→2
(x− 2)(x+ 3)
(x− 2)(x− 1) = limx→2
(x+ 3)
(x− 1) = 5.
Ïðèìåð 45. Âû÷èñëèòü lim
x→−∞(
√
x2 + 4x+ 5 + x) (íåîïðå-
äåë¼ííîñòü òèïà ∞−∞ ).
Ðåøåíèå. Åñëè x < 0, òî
√
x2 + 4x+ 5+ x =
4x+ 5√
x2 + 4x+ 5− x =
4 + 5/x
−
√
1 + 4/x+ 5/x2 − 1
,
ñëåäîâàòåëüíî lim
x→−∞(
√
x2 + 4x+ 5 + x) = −2.
Ïðèìåð 46. Âû÷èñëèòü lim
x→∞
ln(x2 − x+ 1)
ln(x10 + x+ 1)
(íåîïðåäåë¼í-
íîñòü òèïà ∞∞ ).
Ðåøåíèå. Âûíîñß çà ñêîáêè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ñòàð-
øèå ñòåïåíè x, íàõîäèì:
lim
x→∞
ln(x2 − x+ 1)
ln(x10 + x+ 1)
= lim
x→∞
2 lnx+ ln(1− 1/x+ 1/x2)
10 ln x+ ln(1 + 1/x+ 1/x10)
=
1
5
.
Ïðèìåð 47. Âû÷èñëèòü lim
x→pi+0
√
1 + cos x · tg x
2
(íåîïðåäå-
ë¼ííîñòü òèïà 0 · ∞. )
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Ðåøåíèå. Åñëè pi < x < 3pi
2
, òî
√
1 + cos x =
√
2 cos2 x
2
=
= −√2 cos x
2
. lim
x→pi+0
√
1 + cos x · tg x
2
= lim
x→pi+0(−
√
2 cos x
2
· tg x
2
) =
= −√2.
Ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòåé òèïà ∞0, 00, 1∞ ïðîèçâî-
äèòñß , ïîëüçóßñü ôîðìóëîé lim
x→x0
u(x)v(x) = lim
x→x0
ev(x)·lnu(x) =
e
lim
x→x0
[v(x)·lnu(x)]
. Çäåñü u(x) > 0, ïîêàçàòåëüíàß ôóíêöèß íåïðå-
ðûâíà (÷òî áóäåò ðàññìîòðåíî ïîçäíåå).
Ïðèìåð 48. Âû÷èñëèòü lim
x→+0x
x (íåîïðåäåë¼ííîñòü òèïà 00).
Ðåøåíèå. lim
x→+0x
x = lim
x→+0 e
x·lnx = e
lim
x→+0
x·lnx
. Ïîëîæèì x =
2−α. Òîãäà óñëîâèå x→ +0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ α→ +∞.
Òîãäà lim
x→+0x ln x = limα→+∞
−α ln 2
2α
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî lim
x→+0x
x =
lim
x→+0 e
0 = 1.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Ñ ïîìîùüþ ”ε− Aε” ðàññóæäåíèé äîêàçàòü:
a) lim
x→−∞ a
x = 0 ïðè a > 1; b) lim
x→±∞ a
x = +∞ ïðè 0 < a < 1
è íàéòè Aε; c) ïðè a > 1 lim
x→+0 log x = −∞.
2. Ñ ïîìîùüþ ”ε− δε” ðàññóæäåíèé äîêàçàòü, ÷òî
lim
x→+0x
k loga x = 0, (a > 1, k > 0).
3. Äàíî y = x2. Êîãäà x → 2, òî y → 4. Êàêîâî
äîëæíî áûòü δ ÷òîáû èç |x− 2| < δ ñëåäîâàëî |y − 4| < ε =
0, 001? [ δ <
√
4 + ε− 2; δ < 0, 00025 ].
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4. Ïóñòü y = x2−1
x2+1
. Ïðè x → 2 èìååì y → 3
5
. Êàêîâî
äîëæíî áûòü δ ÷òîáû èç |x− 2| < δ ñëåäîâàëî
∣∣∣y − 3
5
∣∣∣ <
0, 1? [ δ < 2−√3 ].
5. Ïóñòü y = x−1
2(x+1)
. Ïðè x → 3 èìååì y → 1
4
. Êàêîâî
äîëæíî áûòü δ ÷òîáû èç |x− 3| < δ ñëåäîâàëî
∣∣∣y − 1
4
∣∣∣ <
0, 01? [ δ < 2
13
].
6. Äîêàçàòü, ÷òî sinx ñòðåìèòñß ê åäèíèöå ïðè x →
pi
2
. Êàêèì óñëîâèßì äîëæåí óäîâëåòâîðßòü x â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = pi
2
, ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî 1 − sinx <
0, 01? [
∣∣∣ x− pi
2
∣∣∣ < pi
2
− arcsin 0, 99 = 0, 133 ].
7. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè x ôóíêöèß y = 1
x2+1
ñòðåìèòñß ê íóëþ: lim
x→∞
1
x2+1
= 0. Êàêîâî äîëæíî áûòü Aε,
÷òîáû èç |x| > Aε ñëåäîâàëî y < ε? [ Aε ≥
√
1
ε
− 1, ïðè
ε < 1 ].
8. Åñëè x → +∞, òî y = x2−1
x2+3
→ 1. Êàêîâî äîëæíî áûòü
Aε, ÷òîáû èç |x| > Aε ñëåäîâàëî |y − 1| < ε?[
Aε ≥
√
4
ε
− 3, ïðè ε < 4
3
]
.
9. Âû÷èñëèòü: a) lim
x→+∞(
√
x2 − 2x− x); b) lim
x→−∞(
√
x2 + 1 + x);
c) lim
x→0
3 3
√
1 + x− 4 4√1 + x+ 1
2− 2√1− x− x ; d) limx→+∞
√
x2 + 1− 5√x5 + 2
x
;
e) lim
x→5
4−√21− x
3
√
x− 13 + 2;
f) lim
x→∞
(
3
√
x3 + x2 + x+ 1− 3√x3 − x2 + x− 1
)
.
[ a) 1; b) − 1
2
; c) 1
16
. Óêàçàíèå: ïîëîæèòü x = t12−1; d) 0;
e) 3
2
; f) 2
3
].
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Çàìå÷àíèå: Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì ïðèìåðû íà äâà çà-
ìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëà: lim
x→0
sinx
x
= 1 è lim
x→∞
(
1 + 1
x
)x
= e. Ïðè-
ìåðû íà ýòè çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû èìåþòñß â áîëüøîì êîëè-
÷åñòâå â ”Ñáîðíèêå çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó” Á. Ï. Äåìèäîâè÷à.
4.3. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.
À. Îñíîâíûå ïîíßòèß.
Ïóñòü ôóíêöèß îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ∈ {X}. Ôóíêöèß f(x) íàçûâàåòñß íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0,
åñëè lim
x→x0
f(x) = f(x0), òî åñòü åñëè ∀ε > 0∃ δε(x0) > 0 òàêîå, ÷òî
ïðè |x− x0| < δε âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî |f(x)− f(x0)| < ε.
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî f(x)
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè è â ñàìîé òî÷êå x0, ïðåä-
ïîëàãàåòñß òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà â ýòîé òî÷êå è ðà-
âåíñòâî ýòîãî ïðåäåëà çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Åñëè
íàðóøåíî õîòß áû îäíî èç óêàçàííûõ óñëîâèé, òî òî÷êà x0
íàçûâàåòñß òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).
Ôóíêöèß f(x), îïðåäåë¼ííàß íà (a, x0] ([x0, b)) íàçûâàåò-
ñß íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0−0
f(x) =
f(x0)
(
lim
x→x0+0
f(x) = f(x0)
)
.
Åñëè f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà {X}, òî
îíà íàçûâàåòñß íåïðåðûâíîé íà {X}.
Òî÷êè ðàçðûâà áûâàþò:
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1) óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→x0
f(x) = b íî
ëèáî f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, ëèáî f(a) 6= b ; (åñëè
ïîëîæèòü f(a) = b, òî ôóíêöèß f(x) ñòàíåò íåïðåðûâíîé â
òî÷êå x0, òî åñòü ðàçðûâ áóäåò óñòðàí¼í).
2) ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóþò f(x0+0) è f(x0−
0), íî f(x0 + 0) 6= f(x0 − 0);
3) ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, åñëè â òî÷êå x0 íå ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè.
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî
ôóíêöèè f(x)±g(x), f(x) ·g(x), f(x)/g(x) òàêæå íåïðåðûâíû
â òî÷êå x0 (÷àñòíîå  ïðè óñëîâèè, ÷òî g(x0) 6= 0 ).
Ïóñòü ôóíêöèß y = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíê-
öèß u = f(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 = ϕ(x0). Òîãäà ñëîæíàß
ôóíêöèß u = f [ϕ(x)] íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Á. Êîíòðîëüíûå âîïðîñû è çàäàíèß.
1. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.
2. Íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè Äèðèõëå. Óêàæèòå òèïû
ýòèõ òî÷åê ðàçðûâà.
3. Óêàæèòå òèï òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) : a) f(x) =
= sgnx; b) f(x) = |x|/x.
4. Ïóñòü f(x) ± g(x), f(x) · g(x), f(x)/g(x) íåïðåðûâíû â
òî÷êå x0. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â
òî÷êå x0? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
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5. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå x0 ôóíêöèé
f(x) + g(x), f(x)− g(x), è f(x) · g(x), åñëè
à) ôóíêöèß f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à g(x) ðàçðûâíà
â ýòîé òî÷êå.
á) ôóíêöèè f(x) è g(x) ðàçðûâíû â òî÷êå x0. Ðàññìîò-
ðèòå ïðèìåðû:
1◦. f(x) = sgn x, g(x) = 2sgn x.
2◦. f(x) =
 arctg 1/x, x 6= 0,0, x = 0; g(x) =
 0, x 6= 01, x = 0.
6. Ïðèâåñòè ïðèìåð îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
x0 ôóíêöèè, äëß êîòîðîé lim
x→+0 f(x) íå ñóùåñòâóåò, à limx→−0 f(x)
ñóùåñòâóåò.
f(x) =
 sin 1/x, x > 0cosx, x < 0

7. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî êâàäðàò ðàçðûâíîé ôóíêöèè
åñòü òàêæå ðàçðûâíàß ôóíêöèß?Íåò. f(x) =
 1, x − ðàöèîíàëüíîå−1, x − èððàöèîíàëüíîå

Â. Ïðèìåðû ðåøåíèß çàäà÷.
Ïðèìåð 49. Ñ ïîìîùüþ ”ε − δε” ðàññóæäåíèé äîêàçàòü
íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: a) 3√x; b) arctg x.
Äîêàçàòåëüñòâî. a)
∣∣∣ 3√x− 3√x0 ∣∣∣ = | x−x0 |3√
x2+ 3
√
x·x0+ 3
√
x20
=
= |x−x0|
( 3
√
x+1/2· 3√x0)2+3/4· 3
√
x20
≤ |x−x0|
3/4· 3
√
x20
< ε, (x0 6= 0), åñëè
|x− x0| < 3/4 · 3
√
x20 · ε = δε(x0).
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b) Ïóñòü |x0| > 0 è |h| = |x− x0| < |x0| . Åñëè
arctg (x0− h)− arctg x0 = t, òî tg t = h1+x20+hx0 . Òàê êàê | t | <
| tg t | ïðè | t | < pi
2
, òî | arctg (x0 − h)− arctg x0 | < | t | <
| tg t | =
∣∣∣ h
1+x20+hx0
∣∣∣ < | h |
1+x20+hx0
< ε, åñëè | h | = | x− x0 | <
(1+x20)ε
1+| x0 |ε = δε(x0). Íåïðåðûâíîñòü arctg x ïðè x0 = 0 ñëåäóåò
èç íåðàâåíñòâà | arctg x− arctg 0 | ≤ | arctg x | < | x | .
Ïðèìåð 50.Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x) =
= sin 1
x
, åñëè x 6= 0 è f(0) ïðîèçâîëüíî.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è
{x′n} ãäå xn = 1pin , x′n = 1pi(1+4n) , (n = 1, 2, ...). Òàê êàê
ïðè n→ +∞ xn → 0, x′n → 0, à f(xn)→ 0, f(x′n)→ 1, òî
ïðåäåë lim
x→0 sin
1
x
íå ñóùåñòâóåò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f(x) òåðïèò
ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà ïðè x = 0. Åñëè x 6= 0, òî íåïðåðûâíîñòü
î÷åâèäíà.
Ïðèìåð 51. Îïðåäåëèòü òî÷êè ðàçðûâà è èññëåäîâàòü õà-
ðàêòåð ýòèõ òî÷åê, åñëè f(x) =
(
1
x
− 1
x+1
)/(
1
x−1 − 1x
)
Ðåøåíèå. Ôóíêöèß íå îïðåäåëåíà ïðè x = −1, 0,+1. Òàê
êàê lim
x→−1±0 f(x) = limx→−1±0
x−1
x+1
= ∓ ∞, lim
x→0 f(x) = limx→0
x−1
x+1
=
= −1, lim
x→1 f(x) = limx→1
x−1
x+1
= 0, òî x = 0 è x = + 1 
óñòðàíèìûå òî÷êè ðàçðûâà, à x = − 1  òî÷êà áåñêîíå÷íîãî
ðàçðûâà.
Ïðèìåð 52. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ñëîæíûå ôóíê-
öèè f(g(x)) è g(f(x)) åñëè f(x) = sgnx è g(x) = x · (1− x2).
Ðåøåíèå. f(g(x)) = sgn[x · (1− x2)] =
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=
1, åñëè − 1 < x < 0 èëè 1 < x <∞;
0, åñëè x = 0, x = 1, x = −1;
−1, åñëè −∞ < x < −1, èëè 0 < x < 1.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè x = −1, x = 0, x = +1 ßâëßþòñß
òî÷êàìè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.
Èç òîãî, ÷òî g(f(x)) = sgn (1 − sgn2x) ≡ 0, ñëåäóåò íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè g(f(x)) íà (−∞,∞).
Ïðèìåð 53.Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x) =
x[x].
Ðåøåíèå. Åñëè n < x < n + 1 ãäå n = 0,±1,±2, ...
òî f(x) = nx. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ çíà÷åíèßõ àðãóìåíòà
ôóíêöèß íåïðåðûâíà. Äëß èññëåäîâàíèß íà íåïðåðûâíîñòü â
òî÷êàõ x = n ïîëîæèì x = n− h, ãäå 0 < h < 1. Ïîñêîëüêó
f(n) = n[n] = n2, f(n−0) = lim
n→+0 f(n−h) = limn→+0(n−h)[n−h] =
= n(n−1), òî òî÷êè x = n ßâëßþòñß òî÷êàìè ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà.
Ã. Çàäà÷è è óïðàæíåíèß äëß ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû.
1. Ñ ïîìîùüþ ”ε − δε” ðàññóæäåíèé äîêàçàòü íåïðåðûâ-
íîñòü ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: a) x3, b) √x, c) sin x, d) cos x.
2. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:
a) f(x) = x sin 1
x
, åñëè x 6= 0 è f(0) = 0.
[ Íåïðåðûâíà.]
b) f(x) = 1
/
(1 + e1/(x−1)), åñëè x 6= 1 è f(1) − ïðîèçâîëü-
íà.
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[ Ðàçðûâíà ïðè x = 1 ].
c) f(x) = x− [x] [ x = k (k = 0,±1,±2, ... - òî÷êè ðàçðûâà
ïåðâîãî ðîäà ].
d) f(x) = 1− e−1/x2 . [ x = 0 − óñòðàíèìàß òî÷êà ðàçðûâà ].
e) f(x) = ln
x2
(x+ 1)(x− 3) . [ x = −1 è x = 3 - òî÷êè
áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà ].
f) f(x) =
 x2 ïðè 0 ≤ x ≤ 1,2− x ïðè 1 < x ≤ 2. [ Íåïðåðûâíà ].
g) f(x) =
 ctg2pix äëß íåöåëîãî x,0 äëß öåëîãî x.
[ x = k, (k = 0,±1,±2, ...) - òî÷êè áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà ].
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